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INTRODUCCION

Es bien sabido que los métodos cohomolégicos, especialmente la teoria de haces, juegan
un papel cada vez mayor no solo en la teoria de funciones de varias variables complejas
([5]), sino también en la geometria algebraica cldsica (baste citar los trabajos recientes
de Kodaira-Spencer sobre el teorema de Riemann-Roch). El cardcter algebraico de estos
métodos sugiere la posibilidad de aplicarlos también a la geometria algebraica abstracta;
el objetivo de este trabajo es demostrar esa posibilidad.

Resumimos a continuacién el contenido de cada capitulo:

El Capitulo I esta dedicado a la teoria general de haces. Contiene los resultados de
dicha teoria que se utilizan en los otros dos capitulos. Las diversas operaciones algebrai-
cas que se pueden efectuar sobre los haces se describen en la §1; siguiendo fielmente la
exposicién de Cartan ([2], [5]). La §2 contiene el estudio de los haces de médulos cohe-
rentes; que generalizan los haces coherentes analiticos ([3], [5]), manteniendo propiedades
analogas. En la §3 se definen los grupos de cohomologia de un espacio X con coeficientes
en un haz F. En las aplicaciones que siguen, X es una variedad algebraica provista de la
topologia de Zariski, que no es un espacio de Hausdorff y por tanto los métodos utilizados
por Leray [10] o Cartan [3] (basados en “particiones de la unidad” o haces “finos”) no
son validos; asi que recurrimos al modo de Cech de definir los grupos de cohomologia
H1(X,F) por paso al limite sobre recubrimientos abiertos cada vez méds y mas finos. Otra
dificultad debida a que X no sea de Hausdorff tiene que ver con la “sucesion exacta de
cohomologia” (ver n° [24] y : solo conseguimos construir esa sucesién exacta en casos
particulares, que sin embargo son suficientes para los propdsitos que teniamos en mente

(ver n%s 24y [47).

El Capitulo IT comienza con una definicién de variedad algebraica, andloga a la de
Weil ([17], Cap. VII), pero incluyendo el caso de variedades reducibles (ndtese que, en
contra del convenio usado por Weil, no reservamos el término “variedad” para las que
sean irreducibles); definimos la estructura de una variedad algebraica por medio de una
topologia (la topologia de Zariski) y de un subhaz del haz de gérmenes de funciones (el
haz de anillos locales). Un haz algebraico coherente sobre una variedad algebraica V' es
simplemente un haz coherente de Oy -mdédulos, donde Oy denota el haz de anillos locales
de V'; damos ejemplos variados de esta nocién en la §2. La §3 estd dedicada a las variedades
afines. Los resultados que se obtienen son similares a los que hay para variedades de
Stein ([3], [5]): si F es un haz algebraico coherente sobre la variedad afin V', se tiene
que HY(V,F) = 0 para todo ¢ > 0, y F, estd generado por H°(V,F), para cualquier
r € V. Més ain (§4), F estd completamente determinado por H°(V,F), considerado
como modulo sobre el anillo de coordenadas de V.

El Capitulo III, relativo a las variedades proyectivas, contiene los resultados esenciales
de este trabajo. Comenzamos estableciendo una correspondencia entre haces algebraicos
coherentes sobre el espacio proyectivo X = P.(K) y S-médulos graduados verificando
la condicién (TF) del n® [56| (aqui, S denota el dlgebra de polinomios Kto,...,t,]); esta
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2 INTRODUCCION

correspondencia es biunivoca si se conviene en identificar dos S-moédulos cuyas compo-
nentes homogéneas difieran solo en grados suficientemente bajos (para enunciados més
precisos, véanse los n% y . En consecuencia, toda cuestién sobre F se puede
traducir a una cuestién sobre el S-moédulo asociado M. De esta manera describimos en
la §3 un procedimiento que posibilita una determinacién algebraica de los H?(X,F) a
partir de M, que en particular nos permitird estudiar las propiedades de los H4(X, F(n))
para n tendiendo a +o0o (para la definicién de F(n), ver n® [p4); los resultados obtenidos
se enuncian en los n% [65]y En la §4, relacionamos los grupos H?(X,F) con los fun-
tores Ext{ introducidos por Cartan-Eilenberg [6]; ello nos permite, en la §5, estudiar el
comportamiento de los H?(X, F(n)), con n tendiendo a —oo, y dar una caracterizacién
homoldgica de las variedades “k veces de primera especie”. La §6 expone algunas propie-
dades elementales de la caracteristica de Euler-Poincaré de una variedad proyectiva, con
coeficientes en un haz algebraico coherente.

En el futuro mostraremos cémo se pueden aplicar los resultados generales de la presente
memoria a diversos problemas concretos, en particular a la extension al caso abstracto del
“teorema de dualidad” de [15], y a la deduccién de parte de los resultados de Kodaira-
Spencer sobre el teorema de Riemann-Roch; en dichas aplicaciones, los teoremas de los
n%s [66] [75] y [76] juegan un papel esencial. También demostraremos que, cuando el cuerpo
base es el de los complejos, la teoria de haces algebraicos coherentes es esencialmente
idéntica a la de los haces analiticos coherentes [4].
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CapriTuLo 1. HACES

§1. Operaciones sobre haces

1. Definicién de haz. Sea X un espacio topolégico. Un haz de grupos abelianos
sobre X (o simplemente un haz) consiste en:

(a) Una funcion x — F, que asigna a cada © € X un grupo abeliano F,.
(b) Una topologia sobre el conjunto F, union disjunta de todos los F,.

Si f es un elemento de F,, pondremos 7(f) = z; la aplicacién 7 recibe el nombre de
proyeccion de F sobre X; denotaremos por F + F al subconjunto de F x F formado por

las parejas (f, g) tales que 7(f) = 7(g).

Fijadas las definiciones anteriores, imponemos dos axiomas sobre los datos (a) y (b):

(I) Para cada f € F, existe un entorno V de f y un entorno U de w(f) tal que la
restriccion de m a 'V es un homeomorfismo de V en U.
(En otras palabras, 7 es un homeomorfismo local).

(IT) La aplicacion f — —f es una aplicacion continua de F en F, y la aplicacion
(f,9) = [+ g es una aplicacion continua de F + F en F.

Observamos que, aunque X sea de Hausdorff (cosa que no vamos a suponer), F no
tiene por qué serlo, como muestra por ejemplo el haz de gérmenes de funciones ([3]).

EJEmMPLO. Dado un grupo abeliano G, definamos F, = G para cada x € X; el
conjunto F coincide con el producto X x G, y si lo dotamos de la topologia producto de
la topologia en X con la topologia discreta de G, obtenemos un haz, llamado haz constante
isomorfo a G, y que se suele identificar con el propio G.

2. Secciones de un haz. Sea F un haz sobre el espacio X, y sea U un subconjunto
de X. Se llama seccion de F alo largo de U a toda aplicacion continua s : U — F tal que
7o s sea la aplicacion identidad en U. Por tanto tenemos que s(x) € F, para todo z € U.
El conjunto de secciones de F a lo largo de U serd denotado por I'(U, F); el axioma (II)
implica que I'(U, F) es un grupo abeliano. Si U C V' y s es una seccién a lo largo de V/,
la restriccién de s a U es una seccion a lo largo de U, lo que da un morfismo de grupos

ot D(V,F) = T(U,F).
Si U es abierto en X, s(U) es abierto en F, y cuando U recorre una base de abiertos

de X, los s(U) recorren una base de abiertos de F: esto no es mas que una reformulacién
del axioma (I).

Nétese la siguiente consecuencia del axioma (I): Para todo f € F,, existe una seccién
s sobre un entorno de x tal que s(z) = f, y dos secciones que cumplan esta propiedad
coinciden en un entorno de x. Dicho de otro modo, F, es el limite inductivo de los I'(U, F)
respecto al conjunto ordenado filtrante de los entornos de x.

3. Construccién de haces. Supongamos que nos dan, para cada abierto U C X,
un grupo abeliano Fy, y para cada pareja de abiertos U C V, un morfismo de grupos
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6 CAPITULO I. HACES

oV« Fy — Fu, de tal manera que para cualesquiera abiertos U C V C W se verifique la
propiedad transitiva o}, o plV = @Y.

La coleccién de los (Fy, ¢Y;) permite entonces definir un haz de la siguiente manera:

(a) Ponemos F, = limFy (es el limite inductivo respecto del conjunto ordenado
filtrante de los entornos abiertos U de ). Si = estd en el abierto U, se tiene un
morfismo candnico gpg Fu — Fo.

(b) Sea t € Fy, y denotemos por [t, U] el conjunto de los ¢Y(t) cuando z recorre Us;
tenemos que [t, U] C F, y consideramos en F la topologia generada por los [t, U].
De esta manera, cada elemento f € F, admite como base de entornos en F los
conjuntos [t, U], donde z € U y pY(t) = f.

Se comprueba inmediatamente que los datos (a) y (b) satisfacen los axiomas (I) y (II),
es decir, que F es efectivamente un haz. Decimos entonces que es el haz definido por el
sistema (Fy, p)-

Si t € Fy, la aplicacién z — ¢V (t) es una seccién a lo largo de U; lo que da un
morfismo canénico ¢ : Fy — I'(U, F).

PROPOSICION 1. Para que v : Fy — T'(U, F) sea myectz'voﬂ es necesario y suficiente
que se verifique la siguiente condicion:

Si un elemento t € Fy es tal que existe un recubrimiento abierto {U;} de U con
@y (t) = 0 para todo i, entonces t = 0.

Si t € Fy verifica la condicién anterior, entonces
oV (t) = oUi(t) o gpgi (t)=0 para z € U,

lo que significa que ¢(t) = 0. Reciprocamente, supongamos que ¢(t) = 0, con t € Fy;
dado que @Y (t) = 0 para x € U, existe un entorno abierto U(z) de x tal que gpg(x) (t) =0,
por definicién del limite inductivo. Los U(z) forman entonces un recubrimiento abierto
de U verificando la condicién del enunciado.

PROPOSICION 2. Sea U un abierto de X, y supongamos que v : Fy — (V. F) es
inyectivo para todo abierto V- C U. Para que Fy — T'(U, F) sea epiyectivo (y por tanto,
biyectivo), es necesario y suficiente que se cumpla la siguiente propiedad:

Para todo recubrimiento abierto {U;} de U, y toda familia {t;}, t; € Fy, tales que
ngimUj (t;) = gpgfmUj (t;) para cada pareja (i,7), existe t € Fy con @y (t) = t; para todo i.

La condicién es necesaria: cada t; define una seccién s; = (t;) a lo largo de U, y
tenemos que s; = s; a lo largo de U; NUj; existe entonces una seccién a lo largo de U que
coincide con s; en U; para cada i; si ¢ : Fy — I'(U, F) es epiyectivo, existe t € Fy tal que
1(t) = s. Poniendo t; = ¢ (t), la seccién definida por ¢; sobre U; no es otra que s;; luego
(t; — t;) = 0y se deduce que t; = t; de la inyectividad de ¢.

'Recordamos ([1]) que una aplicacién f : E — E’ se dice que es inyectiva si f(ey) = f(ez) implica
que e; = eq, epiyectiva si f(F) = E' y biyectiva si es a la vez inyectiva y epiyectiva. A las aplicaciones
inyectivas (resp. epiyectivas, biyectivas) se le llama también inyecciones (resp. sobreyecciones, biyecciones)
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La condicion es suficiente: si s es una seccién de F a lo largo de U, existen un recubri-
miento abierto {U;} de U, y elementos t; € Fy, tales que ¢(¢;) son iguales a la restriccién

de s a U;; se sigue que los elementos gogszj (t;)y @ijUj (t;) definen la misma seccién a lo
largo de U; NUj, luego son iguales por la hipétesis sobre ¢. Sit € Fyr es tal que cpgi (t) =t
t(t) coincide con s sobre cada Uj;, luego sobre U, y hemos acabado.

PROPOSICION 3. Si F es un haz de grupos abelianos sobre X, el haz definido por el
sistema (T(U, F), py;) es candnicamente isomorfo a F.

Esto resulta inmediatamente de las propiedades vistas en el n° .

La Proposicién 3 muestra que todo haz se puede definir mediante un sistema (Fy7, of;)
conveniente. Notese que dos sistemas diferentes pueden definir el mismo haz F; sin em-
bargo, si imponemos que (Fy, py;) verifique las condiciones de las Proposiciones 1 y 2,
existe un tnico sistema posible (salvo isomorfismos): el formado por los (T'(U, F), pf;)-

EJEMPLO. Sea GG un grupo abeliano, y tomemos como F el conjunto de funciones de
U en G; definamos ¢}, : Fyy — Fy por la operacién de restriccién de una funcién. Obte-
nemos asi un sistema (Fy, p;), dando un haz F, llamado haz de gérmenes de funciones
valoradas en G. Se verifica enseguida que el sistema (Fyr, ;) verifica las condiciones de
las Proposiciones 1 y 2; resulta entonces que podemos identificar las secciones de F sobre
un abierto U con los elementos de F;.

4. Pegado de haces. Sea F un haz sobre X, y sea U un subconjunto de X; el
conjunto 7 1(U) C F, con la topologia inducida por la de F, forma un haz sobre U,
llamado haz inducido por F en U, y se denota por F(U) (o por F, cuando no haya riesgo
de confusién).

Veremos que, reciprocamente, se puede definir un haz sobre X a partir de haces sobre
abiertos que recubran X:

PROPOSICION 4. Sea {4 = {U;}ier, un recubrimiento abierto de X, y, para cada i € I,
sea F; un haz sobre U;; para toda pareja (i,7), sea 0;; un isomorfismo de F;(U;NU;) en
Fi(U;NUj); supongamos que 0;; 00, = 0;, en todo punto de U;NU; N Uy, para toda terna
(1,7, k).

Entonces existen un haz F y para cada i € I un isomorfismo n; de F(U;) en F;, tales
que 0;; = nionj_l en todo punto de U;NU;. Ademds, F y los n; son los unicos que verifican
dicha condicion, salvo isomorfismos.

La unicidad de {F,n;} es evidente; para demostrar la existencia, podriamos definir F
como cociente del espacio suma de los F;. En vez de eso seguiremos el procedimiento del
n? 3 si U es un abierto de X, sea Fy el grupo cuyos elementos son las familias {s }rer,
con s € D(U N Uy, Fi), ¥ Sk = Oj(s;) sobre UNU; NUy; si U C V, se define ¢y, del
modo evidente. El haz definido por el sistema (Fp, ;) es el haz F buscado; ademds, si
U C U, la aplicacién que a la familia {s;} € Fy le asocia el elemento s; € I'(U;, F;) es
un isomorfismo de Fy con I'(U, F;), por la condicién de transitividad; se obtiene entonces
un isomorfismo n; : F(U;) — F; que evidentemente satisface la condicién pedida.

Se dice que el haz F se obtiene mediante el pegado de los haces F; a través de los
isomorfismos 6;.
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5. Extensién y restriccién de haces. Sean X un espacio topolédgico, Y un subes-
pacio cerrado de X y F un haz sobre X. Diremos que F estd concentrado en Y, o que es
nulo fuera de Y si F, =0 paratodor € X —Y.

PROPOSICION 5. Si el haz F estd concentrado en'Y, el morfismo

py DX, F) = T, FY))

es biyectivo.

Si una seccién de F a lo largo de X es nula a lo largo de Y, entonces es nula siempre,
porque F, = 0siz € Y, luego py es inyectiva. Reciprocamente, sea s una seccién de F(Y)
a lo largo de Y, que prolongamos a X poniendo s(x) = 0 cuando x ¢ Y’; la aplicacién
r — s(x) es evidentemente continua en X —Y'; por otro lado, si z € Y, existe una seccién
s' de F a lo largo de un entorno U de z tal que §'(z) = s(z); como s es continua en
Y por hipétesis, existe un entorno V' de x, contenido en U tal que s'(y) = s(y) para
todoy € VNY; dado que F, = 0siy ¢ Y, se tiene también que s'(y) = s(y) para
y €V —-VnNY; luego s y s coinciden sobre V', lo que prueba que s es continua sobre
un entorno de Y, luego continua en X. Se sigue que py es epiyectiva, lo que concluye la
demostracion.

Ahora veremos que el haz F(Y) determina sin ambigtedad al haz F:

PROPOSICION 6. Sea Y un subespacio cerrado de un espacio X, y sea G un haz sobre
Y. Pongamos F,, =G, siz €Y, F,=0sixz &Y, y sea F la union disjunta de los F,.
FEziste una unica estructura de haz sobre X para F tal que F(Y) =G.

Sea U un abierto de X; si s es una seccion de G sobre U NY, extendemos s por 0 a
U —UNY; cuando s recorre I'(U N'Y, G) se obtiene un grupo Fy de aplicaciones de U
en F. La Proposicion 5 muestra que, si F esta dotado de una estructura de haz tal que
F(Y) = G, se tiene que Fy = ['(U, F), lo que prueba la unicidad de la estructura en
cuestién. Su existencia se demuestra procediendo como en el n®|3| aplicado a Fy y a los
morfismos de restriccién go‘U/ Fv — Fu.

Diremos que el haz F se obtiene extendiendo el haz G por O fuera de Y'; se denota por
GY, o por G cuando no cause confusién.

6. Haces de anillos y haces de mdédulos. La nocién de haz definida en el n®
es la de haz de grupos abelianos. Esta claro que existen definiciones analogas para toda
estructura algebraica (también se pueden definir “haces de conjuntos”, donde F, no esté
dotada de ninguna estructura algebraica, y donde solo se postula el axioma (I)). En lo
que sigue, trataremos principalmente con haces de anillos y haces de maodulos:

Un haz de anillos A es un haz de grupos abelianos A,, x € X, donde cada A, esta
dotado de una estructura de anillo tal que la aplicacién (f, g) — f - g sea una aplicacion
continua de A+ A en A (las notaciones son las del n° . Asumiremos siempre que cada
A, posee un elemento unidad, que varia de modo continuo con x.

Si A es un haz de anillos verificando la condicién anterior, I'(U, A) es un anillo con
unidad, y py; @ T'(V,,A) — T(U, A) es un morfismo de anillos con unidad si U C V.
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Reciprocamente, dados anillos con unidad Ay y morfismos de anillos con unidad p}; :
Ay — Ay, cumpliendo @Y 0plV = o}/ | entonces el haz A definido por el sistema (A, o))
es un haz de anillos. Por ejemplo, si G es un anillo con unidad, el haz de gérmenes de
funciones con valores en G' (definido en el n°3)) es un haz de anillos.

Sea A un haz de anillos. Un haz F se dice que es un haz de A-mddulos si cada F,
estd dotado de una estructura de A,-médulo (por la izquierda, para fijar ideas), que varia
“continuamente” con x, en el siguiente sentido: si A+ F es el subconjunto de A x F
formado por las parejas (a, f) tales que m(a) = 7(f), la aplicacién (a, f) — a - f es una
aplicacién continua de A+ F en F.

Si F es un haz de A-médulos, I'(U, F) es un médulo sobre I'(U, A). Reciprocamente,
supongamos que A estd definido por el sistema (A, ¢l;) como antes, y sea F el haz
definido por el sistema (Fy, 1), donde cada Fy es un Ay-mddulo, con ) (a - f) =
o¥(a) - Yy (f) para a € Ay, f € Fy; entonces F es un haz de A-mdédulos.

Todo haz de grupos abelianos se puede considerar como haz de Z-mdédulos, donde Z
denota el haz constante isomorfo al anillo de los enteros. Esto nos permitira limitarnos,
en lo que sigue, a estudiar los haces de médulos.

7. Subhaz y haz cociente. Sean A un haz de anillos, 7 un haz de A-moédulos.

Para cada x € X, sea G, un subconjunto de F,. Se dice que G = (G, es un subhaz de
F si:

(a) G, es un sub-A,-médulo de F, para todo z € X,
(b) G es un subconjunto abierto de F.

La condicion (b) se puede escribir también como:

(b’) Si z es un punto de X, y s es una seccién de F a lo largo de un entorno de x tal
que s(x) € G,, entonces s(y) € G, para cada y en cierto entorno de .

Esta claro que, si se verifican estas condiciones, G es un haz de A-médulos. Sea G
un subhaz de F, y pongamos H, = F, /G, para cada z € X. Consideremos en H =
|JH. la topologia cociente de la topologia en F; se ve facilmente que hemos obtenido
un haz de A-mddulos, llamado haz cociente de F por G, y denotado por F /G. Se puede
dar otra definicién, procediendo como en el n° [3} si U es un abierto de X, ponemos
Hy = (U, F)/T(U,G), y tomemos como ¢y, el morfismo definido pasando al cociente
pt : T(V, F) = T'(U,F). El haz definido por el sistema (Hr, ¢f;) no es otro que H.

Cualquiera de las dos definiciones muestra que, si s es una seccién de ‘H a lo largo
de un entorno de x, existe una secciéon t de F en cierto entorno de z, tal que la clase de
t(y) médulo G, es igual a s(y) para cada y lo bastante cerca de =. Por supuesto, esto no
es cierto globalmente en general: si U es un abierto de X, se tiene solamente la sucesion
exacta:

0—T(UG) - T(UF) = T(UH),

el morfismo I'(U, F) — I'(U, H) no es epiyectivo en general (ver el n®[24)).
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8. Morfismos de haces. Sean A un haz de anillos, 7 y G haces de A-mddulos.
Un morfismo de haces de A-mddulos (también se dice morfismo A-lineal, o morfismo de
haces) de F en G es una familia de morfismos de A,-médulos ¢, : F, — G, indexada por
x € X tal que la aplicacién ¢ : F — G inducida por las ¢, sea continua. Esta condicion
se puede expresar diciendo que, si s es una seccién de F a lo largo de U, x — @, (s(z)) es
una seccién de G a lo largo de U (seccién que denotaremos por ¢(s), o pos). Por ejemplo,
si G es un subhaz de F, la inclusién G — F y la proyeccién F — F /G son morfismos de
haces.

PROPOSICION 7. Sea ¢ un morfismo de F en G. Para cada x € X, sea N, el micleo
de @, y sea I, la imagen de @,. Entonces N = |JN, es un subhaz de F, T = JZ, es
un subhaz de G, y ¢ define un isomorfismo de F /N en T.

Como ¢, es un morfismo de A,-médulos, N, y Z, son submdédulos de F, y G, res-
pectivamente, y ¢, define un isomorfismo de F, /N, en Z,. Por otro lado, si s es una
seccion local de F, tal que s(x) € N, se tiene que ¢ o s(x) = 0, luego ¢ o s(y) = 0 para
y lo bastante cerca de x, asi que s(y) € N, lo que prueba que N es un subhaz de F.
Si t es una seccion local de G tal que t(z) € Z,, existe una seccién local s de F, tal que
pos(x)=t(x), luego p o s =t en un entorno de z, deduciéndose que Z es un subhaz de
G, isomorfo a F /N

El haz N se llama nicleo de ¢, y se denota por ker(p); el haz Z se llama imagen de ¢,
y se denota por Im(y); el haz G /Z se llama conticleo de ¢, y se denota por Coker(yp). Un
morfismo de haces ¢ se dice inyectivo si cada uno de los ¢, es inyectivo, lo cual equivale
a que ker(p) = 0; se dice epiyectivo si cada uno de los @, es epiyectivo, lo cual equivale a
que Coker(p) = 0; se dice biyectivo si es a la vez inyectivo y epiyectivo, en cuyo caso la
Proposicién 7 demuestra que es un isomorfismo de F en G, v ¢! es también un morfismo
de haces. Todas las definiciones relativas a morfismos de moédulos se pueden traducir a
haces de modulos; por ejemplo, una sucesion de morfismos de haces se dice que es exacta
si la imagen de cada morfismo coincide con el nicleo del morfismo siguiente.

Si ¢ : F — G es un morfismo de haces, las sucesiones:

0 — ker(p) = F — Im(¢p) = 0
0 — Im(¢) = G — Coker(p) — 0

son sucesiones exactas.

Si ¢ es un morfismo de haces de F en G, la aplicaciéon s — ¢ o s es un morfismo
de I'(U, A)-médulos de I'(U, F) en I'(U,G). Reciprocamente, supongamos que A, F,G
vienen definidos por los sistemas (Ay, o), (Fu, ¥5), (Gu, &), al igual que en el n°[6] y
demos para cada abierto U C X, un morfismo de Apy-médulos ¢y @ Fy — Gy tal que
& o py = @p o Yy; por paso al limite inductivo, los ¢y definen un morfismo de haces
p: F—G.

9. Suma directa de haces. Sean A un haz de anillos, F y G haces de A-mddulos;
para cada x € X, formamos el médulo F, + G, suma directa de F, y G,; un elemento de
F:+ G, esuna pareja (f,g), con f € F,y g € G,. Sea H la uniéon disjunta de los F, + G;
se puede identificar H con el subconjunto de F x G formado por las parejas (f, g) tales que
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7(f) = m(g). Con la topologia inducida en H por la de F x G, se verifica inmediatamente
que H es un haz de A-modulos; llamado la suma directa de F y G, denotado por F +G.
Toda seccién de F + G sobre un abierto U C X es de la forma x — (s(x),t(z)), donde s
y t son secciones de F y G sobre U; en otras palabras, I'(U, F + G) es isomorfo a la suma
directa I'(U, F) + T'(U, G).

La definiciéon de suma directa se extiende por recurrencia a un numero finito de A-
modulos. En particular, el haz suma directa de p haces isomorfos a un mismo haz F se
denotara por FP.

10. Producto tensorial de haces Sean A un haz de anillos, 7 un haz de A-
modulos por la derecha, G un haz de A-mddulos por la izquierda. Para todo x € X,
pongamos H, = F,®4, G, tomando el producto tensorial sobre el anillo A, (ver por
ejemplo [6], Cap. 11, §2); sea H la unién disjunta de los H,.

PROPOSICION 8. Eziste una tnica estructura de haz sobre el conjunto H tal que, si s
y t son secciones de F y G sobre un abierto U, la aplicacion x — s(x) @t(x) € H, es una
seccion de H sobre U.

El haz H asi definido se llama producto tensorial (sobre A) de F y G, y se denota por
F®R4G; silos A, son conmutativos, es un haz de A-mdodulos.

Si H esta dotado de una estructura de haz verificando la condicién del enunciado,
y si s; y t; son secciones de F y de G a lo largo de un abierto U C X, la aplicacién
r — > s;(z) ®t;(x) es una seccién de H sobre U. Ahora bien, todo h € H, se puede
escribir de la forma h = Y fi®g;, f; € F, g; € G, luego también de la forma > s;(z)®t;(x),
donde s; y t; son secciones definidas en un entorno U de z; resulta entonces que toda
seccion de H debe venir dada localmente por una seccion de la forma anterior, lo que
prueba la unicidad de la estructura de haz en H.

Ahora probaremos la existencia. Podemos supoer que A, F, G estan definidos por siste-
mas (Ap, ¢y, (Fu, ), (G, &) como en el n° @ Pongamos entonces Hy = Fy @, Gu;
los morfismos ¥y, y & definen, por paso al producto tensorial, un morfismo n}; : Hy —
Hy; por otro lado, se tiene que lim,ecy Hy = limgey Fuy @, limgey Gy = H, (por con-
mutacién del producto tensorial con los limites inductivos, ver por ejemplo [6], Cap. VI,
Ejer. 18). El haz definido por el sistema (Hy,ny;) se puede identificar con H, y H queda
provisto de una estructura de haz que visiblemente cumple con la condicién impuesta.
Finalmente, si los .4, son conmutativos, se puede suponer que los Ay también lo son (es
suficiente tomar como Ay el anillo I'(U, A)), luego Hy es un Ay-médulo, y H es un haz
de A-mébdulos.

Sean ahora ¢ : F — F', 1 : G — G' morfismos de haces de .A-mdédulos; entonces ¢, @,
es un morfismo (de grupos abelianos en general - de A,-mddulos, si A, es conmutativo),
y la definiciéon de F ® 4 G muestra que la colecciéon de los ¢, ® 1, es un morfismo de haces
de F®4G en F' ®4G'; este morfismo se denota por ¢ ®1); si ¢ es la aplicacién identidad,
escribiremos ¢ en vez de p ® 1.

Todas las propiedades usuales del producto tensorial de médulos se traducen al pro-
ducto tensorial de haces de médulos. Por ejemplo, toda sucesion exacta:
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F—=F =F"=0

da lugar a otra sucesion exacta:

Fou4G > F 4G = F @4G — 0.

Se tienen isomorfismos candnicos:

FR4(G14+G2) 2 FR4G1+FR4Gas, FRuAXF,

y (suponiendo que los A, son conmutativos, para simplificar las notaciones):

FRAGEGRAIAF, FR4(GRAK) Z (FR4G)@4K.

11. Haz de gérmenes de morfismos de haces. Sean A un haz de anillos, F y
G haces de A-mdédulos. Si U es un abierto de X, sea Hy el grupo de morfismos de haces
de F(U) en G(U) (diremos también “morfismo de haces de F en G sobre U” en vez de
“morfismo de haces de F(U) en G(U)”). La operacién de restriccién define ¢}, : Hy — Hyr;
el haz definido por el sistema (Hy, o)) se llama haz de gérmenes de morfismos de F en
G, y se denota por Homy(F,G). Si los A, son conmutativos, Hom 4(F,G) es un haz de
A-modulos.

Un elemento de Hom4(F, G), al ser el germen de un morfismo de F en G en un entorno
de x, define sin ambigiiedad un morfismo de A,-médulos de F, en G,; dando un morfismo
candnico:

p: Hom(F,G), — Homu, (F,,G,)

Pero, en contra de lo que pasaba con las operaciones estudiadas hasta ahora, el mor-
fismo p no es en general biyectivo; daremos en el n®[14] una condicién suficiente para que
lo sea.

Sip:F — Fy1:G— G son morfismos, se define del modo evidente un morfismo:

Hom 4(p, 1) : Homy(F,G) — Hom(F', G").

Toda sucesién exacta: 0 — G — G’ — G” da lugar a otra sucesién exacta:

0— HOHIA(.F,Q) — HOIIlA<.F, g/) — HOIHA(.F, g”).

Se tienen igualmente isomorfismos canénicos: Homy (A, G) = G,

Hom4(F,G1 +Gs) = Homy(F,G1) + Homy(F, Gs)
HOI’IlA(.Fl +F27 g) = HomA(‘Fh g) + HOI’H_A(.FQ, g)
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§2. Haces de médulos coherentes

En esta seccion, X denotara un espacio topoldgico, v A un haz de anillos sobre X.
Supondremos que todos los A,, © € X son conmutativos con un elemento unidad que
varfa de modo continuo respecto a z. Todos los haces que consideremos hasta el n°
serdn haces de A-modulos, y todos los morfismos serdn morfismos de haces de A-médulos.

12. Definiciones. Sea F un haz de A-moédulos, y sean sq,...,s, secciones de F
a lo largo de un abierto U C X. Si le hacemos corresponder a cada familia fi,..., f,
de elementos de A, el elemento ZZ? fi - si(z), obtenemos un morfismo ¢ : A” — F,
definido a lo largo del abierto U (més precisamente, ¢ es un morfismo de A”(U) en F(U),
con las notaciones del n®[)). El niicleo R(sy, ..., s,) del morfismo ¢ es un subhaz de A,
llamado haz de relaciones entre las s;; la imagen de ¢ es el subhaz de F generado por las
s;. Reciprocamente, todo morfismo ¢ : AP — F define secciones sy,...,s, de F por las
formulas:

s1(x) = ¢(1,0,...,0), ..., sp(x) =¢.(0,...,0,1).

DEFINICION 1. Un haz de A-médulos F se dice que es de tipo finito si estd localmente
generado por un numero finito de secciones.

Equivalentemente, para cada x € X, deben existir un abierto U incluyendo a z y un
numero finito de secciones s1, ..., s, de F alo largo de U, tales que todo elemento de F,
y € U, sea combinacién lineal, con coeficientes en A, de las s;(y). Segun lo anterior, es
lo mismo que decir que la restriccién de F a U es isomorfa a un haz cociente de AP.

PROPOSICION 9. Sea F un haz de tipo finito. Si sy, ..., s, son secciones de F, definidas
en un entorno de cierto x € X y que generan F,, entonces generan JF, para todo y lo
bastante cercano a x.

Como F es de tipo finito, existe un nimero finito de secciones de F en un entorno de z,
t1,...,t4, que generan F, para y suficientemente cercano a x. Dado que las s;(z) generan

. . — \ V=P .
F, existen secciones f;; de A en un entorno de z tales que t;(x) = > ._ fi;(x) - s;(2); se
deduce que, para y suficientemente cercano a x, se tiene:

B = 3 o) i),

lo que demuestra que los s;(y) generan F,, como querfamos demostrar.
DEFINICION 2. Un haz de A-mddulos F se dice que es coherente si:

(a) F es de tipo finito,
(b) Sisy,...,s, son secciones de F alo largo de un abierto U C X, el haz de relaciones
entre las s; es un haz de tipo finito (sobre el abierto U ).

Observemos el caracter local de las definiciones 1 y 2.
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PROPOSICION 10. Localmente, todo haz coherente es isomorfo al coniicleo de un mor-
fismo ¢ : AT — AP

Esto resulta inmediatamente de las definiciones y los comentarios previos a la definicion

PROPOSICION 11. Todo subhaz de tipo finito de un haz coherente es un haz coherente.

En efecto, si un haz F verifica la condicién (b) de la definicién 2, es evidente que todo
subhaz de F la verifica también.

13. Propiedades de los haces coherentes

TEOREMA 1. Sea 0 - F 5 G LA H — 0 una sucesion exacta de morfismos de haces.
St dos de los tres haces F,G, H son coherentes, el tercero también lo es.

Supongamos que G y H son coherentes. Entonces existe localmente un morfismo epi-
yectivo v : AP — G; sea T el ntcleo de o 7; como H es coherente, Z es un haz de tipo
finito (condicién (b)); de modo que v(Z) es un haz de tipo finito, luego coherente por
la Proposicién 11; como « es un isomorfismo de F en 7(Z), resulta entonces que F es
coherente.

Supongamos que F y G son coherentes. Como G es de tipo finito, H también es de
tipo finito, y queda demostrar que H verifica la condicién (b) de la definicién 2. Sean
s1,...,5p secciones de ‘H sobre un entorno de cierto € X. Dado que la cuestion es local,
podemos suponer que existen secciones si,...,s, de G tales que s; = (3(s}). Sean por
otro lado ny,...,n, secciones de F sobre un entorno de x, que generen F, para cada y
suficientemente cercano a z. Para que una familia f1,. .., f, de elementos de A, pertenezca
a R(s1,...,5p)y, €s necesario y suficiente que existan g, ..., g, € A, tales que

i=p Jj=q
S fiesi=Y gi-aln) eny.
i=1 j=1

No obstante, el haz de relaciones entre las s, y las a(n;) es de tipo finito, por ser G
coherente. El haz R(sy,...,s,), imagen del anterior por la proyeccién canénica de AP+
en AP es entonces de tipo finito, lo que demuestra que H es coherente.

Supongamos F y H coherentes. Como la cuestion es local, podemos suponer que F y
‘H estdn generados por secciones ni,...,n, y Si,...,S,, respectivamente; por otra parte
se puede suponer que existen secciones s; de G tales que s; = §(s;). Es claro entonces
que las secciones s, y a(n;) generan G, lo que prueba que G es un haz de tipo finito.
Sean ahora tq,...,t, secciones de G sobre un entorno de cierto x; como H es coherente,
existen secciones f;f de A" (1 <i<r1<j<s), definidas sobre un entorno de z, y que

generan el haz de relaciones entre los 3(t;). Consideremos los u; = Zz’{ f; - t;; puesto
que i~ fi - B(t;) = 0, los u; estan contenidos en a(F) y, como F es coherente, el haz
de relaciones entre los u; estd generado, cerca de x, por un numero finito de secciones,
llamémoslas ¢i (1 < j < s,1 < k < t). Veamos que los zj qgi - f; generan el haz

R(t1,...,t.) sobre un entorno de x; en efecto, si Zzz fi-ti=0eny, con f; € A, se
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tiepe que Y o—1 fi- B(t;) =0,y exis‘gen g; € Ay con f; =351 g;- fi; al escribir que
> oy fi- B(ti) = 0, se obtiene que » *~] g; - u; = 0, de ahi que las g; son combinaciones
lineales de las g, como querfamos demostrar. Se sigue que G verifica la condicién (b), lo
que concluye la demostracion.

COROLARIO. La suma directa de una familia finita de haces coherentes es un haz
coherente.

TEOREMA 2. Sea ¢ un morfismo de un haz coherente F en un haz coherente G. El
nicleo, el conicleo y la itmagen de ¢ son también haces coherentes.

Como F es coherente, Im(y) es de tipo finito, luego coherente por la Proposicién 11.
Aplicando el Teorema 1 a las sucesiones exactas:

0 — ker(¢) = F — Im(p) — 0
0 — Im(¢) = G — Coker(p) — 0

se ve que ker(yp) y Coker(y) son coherentes.

COROLARIO. Sean F y G subhaces coherentes de un haz coherente H. Los haces F + G
y F NG son coherentes.

Para F + G, resulta de la Proposicién 11; en cuanto a F NG, es el nicleo de F — H/ G.

14. Operaciones sobre haces coherentes Acabamos de ver que la suma directa
de un numero finito de haces coherentes es un haz coherente. Vamos a demostrar resultados
analogos para los funtores ® y Hom.

PROPOSICION 12. Si F y G son haces coherentes, F @ 4G es un haz coherente.

Segun la Proposicion 10, F es localmente isomorfo al conticleo de un morfismo ¢ :
A? — AP: Tuego F ® 4 G es localmente isomorfo al conticleo de ¢ : A7® 4 G. Pero A7® 4G
y AP ® 4 G son respectivamente isomorfos a G y a GP, que son coherentes (Corolario al
Teorema 1). Luego F ®4 G es coherente (Teorema 2).

PROPOSICION 13. Sean F y G dos haces, siendo F coherente. Para cada v € X, el
mddulo puntual Hom4(F,G), es isomorfo a Hom 4, (F, Gz).

Mas concretamente, probaremos que el morfismo:

p: HOIHA(.F, g)x — I—IOIH.AI (fa:a g:c)>

definido en el n° [I1] es biyectivo. Sea en primer lugar v : F — G un morfismo
definido en un entorno de x, y nulo sobre F.; dado que F es de tipo finito, se concluye
inmediatamente que ¢ es nulo en un entorno de x, lo que prueba que p es inyectivo. Veamos
que p es epiyectivo, dicho de otra manera, que si ¢ es un morfismo de A,-mdédulos de
F. en G, existe un morfismo ¢ : F — G, definido en un entorno de x, tal que ¢, = .
Sean my,...,m, un nimero finito de secciones de F en un entorno de z, generadoras
de F, para cada y lo bastante cerca de x, y sean f; (1 <i<p1<j <q) secciones
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de AP generadoras de R(my,...,m,) en un entorno de x. Existen secciones locales de
G, llamémoslas ny,...,n,, tales que ni(x) = @(m;(z)). Escribiendo p; = Y778 fr - ny,
1 < j < g; las p; son secciones locales de G que se anulan en x, luego en todos los puntos
de un entorno U de z. Se sigue que, para y € U, la férmula > f; - m;(y) = 0 con f; € A,
implica que Y f; - n;(y) = 0; para todo m = ) f; - m;(y) € F,, se entonces poner:

Yy(m) =" fi-niy) € Gy,
=1

esta formula define v, (m) sin ambigiiedad. La coleccién de los v, y € U, constituye
un morfismo ¢ : F — G, definido a lo largo de U, y tal que ¥, = ¢, lo que concluye la
demostracion.

PROPOSICION 14. Si F y G son haces coherentes, Hom4(F,G) es un haz coherente.

Como la cuestion es local, se puede suponer, segin la Proposicién 10, que se tiene una
sucesion exacta: A7 — AP — F — 0. Resulta entonces de la Proposicién anterior que la
sucesion:

0 — Homu(F,G) — Homy (AP, G) — Homy (A% G)

es exacta. Ahora bien, el haz Hom4 (A", G) es isomorfo a G?, luego es coherente, igual
que Hom4 (A% G). El Teorema 2 muestra entonces que Hom 4(F, G) es coherente.

15. Haces de anillos coherentes. El haz de anillos A se puede mirar como un
haz de A-moédulos; si dicho haz de A-mddulos es coherente, diremos que A es un haz de
anillos coherente. Como A es evidentemente de tipo finito, esto significa que A verifica la
condicién (b) de la Definicién 2. Equivalentemente:

DEFINICION 3. El haz A es un haz de anillos coherente si el haz de relaciones entre
un numero finito de secciones de A a lo largo de un abierto U es un haz de tipo finito
sobre U.

EJEMPLOS. (1) Si X es una variedad analitica compleja, el haz de gérmenes de fun-
ciones holomorfas sobre X es un haz coherente de anillos, por un teorema de K. Oka (ver
13], exposé XV, o [3], §5),

(2) Si X es una variedad algebraica, el haz de anillos locales de X es un haz de anillos
coherente (ver el n° 37 Proposicién 1).

Cuando A es un haz de anillos coherente, se tienen los siguientes resultados:

PROPOSICION 15. Para que un haz de A-mddulos sea coherente, es necesario y sufi-
ciente que, localmente, sea isomorfo al conicleo de un morfismo ¢ : AT — AP.

La necesidad no es méas que la Proposicién 10; la suficiencia resulta de que AP y A?
son coherentes, y del Teorema 2.

PROPOSICION 16. Para que un subhaz de AP sea coherente, es necesario y suficiente
que sea de tipo finito.
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Es un caso particular de la Proposicion 11.

COROLARIO. El haz de relaciones entre un numero finito de secciones de un haz
coherente es un haz coherente.

En efecto, dicho haz es de tipo finito, por definicion de haces coherentes.

PROPOSICION 17. Sea F un haz coherente de A-mddulos. Para cada x € X, sea L, el
ideal de A, formado por los a € A, tales que a - f =0 para todo f € F,. Los I, forman
un haz de ideales coherente (llamado anulador de F).

En efecto, es el nicleo del morfismo: A, — Homy, (F,, F.); al que se aplican entonces
las Proposiciones 13 y 14, y el Teorema 2.

Con mayor generalidad, el conductor F : G de un haz coherente ¢ en un subhaz
coherente F es un haz de ideales coherente (es el anulador de G / F).

16. Cambio de anillos Las nociones de haz de tipo finito y de haz coherente
dependen del haz de anillos A determinado. Cuando consideremos varios haces de anillos,
diremos “de tipo finito sobre A”, “A-coherente”, para precisar que se trata de haces de
A-médulos.

TEOREMA 3. Sean A un haz de anillos coherente e T un haz coherente de ideales
de A. Sea F un haz de A /I-mddulos. Para que F sea A /I-coherente, es necesario y
suficiente que sea A-coherente. En particular, A /T es un haz coherente de anillos.

Esté claro que “de tipo finito sobre A” equivale a “de tipo finito sobre A /Z”. Por otro
lado, si F es A-coherente, y si sy,..., s, son secciones de F sobre un abierto U, el haz de
relaciones entre las s;, con coeficientes en A, es de tipo finito sobre A; se sigue inmedia-
tamente que el haz de relaciones entre las s;, con coeficientes en A /Z, es de tipo finito
sobre A /Z, porque es la imagen del anterior por la aplicacién canénica AP — (A /Z)P.
Luego F es A /Z-coherente. En particular, puesto que A /Z es A-coherente, también es
A /T-coherente, dicho de otra manera, A /Z es un haz coherente de anillos. Recipro-
camente, si F es A /Z-coherente, es localmente isomorfo al conicleo de un morfismo

0; (A /) — (A/I)P, y como A /T es A-coherente, F es A-coherente, por el Teorema 2.

17. Extensién y restriccién de haces coherentes. Sea Y un subespacio cerrado
del espacio X. Si G es un haz sobre Y, denotamos por G~ el haz obtenido prolongando
G por 0 fuera de Y; que es un haz sobre X (ver el n°[p)). Si A es un haz de anillos sobre
Y, A% es un haz de anillos sobre X, vy, si F es un haz de A-médulos, F¥ es un haz de
A*-médulos.

PROPOSICION 18. Para que F sea de tipo finito sobre A, es necesario y suficiente que
FX sea de tipo finito sobre AX.

Sea U un abierto de X, y sea V = U NY. Todo morfismo ¢ : A? — F sobre V define
un morfismo ¢ : (AX P — FX sobre U, y reciprocamente; para que ¢ sea epiyectivo, es
necesario y suficiente que ¢~ lo sea. La proposicién resulta inmediatamente de ello.

Igualmente se demuestra que:
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PROPOSICION 19. Para que F sea A-coherente, es necesario y suficiente que F~ sea
AX -coherente.

De lo cual, tomando F = A, se deduce que:

COROLARIO. Para que A sea un haz coherente de anillos, es necesario y suficiente
que A* sea un haz coherente de anillos.

§3. Cohomologia con coeficientes en un haz

En esta seccién, X serd un espacio topoldgico, no necesariamente Hausdorff. Para
abreviar, diremos recubrimiento de X en vez de recubrimiento abierto.

18. Cocadenas de un recubrimiento. Sea i = {U;};c; un recubrimiento de X.
Si s = (ig,...,%,) es una sucesion finita de elementos de I, pondremos:

(]S = Uig..ip = Uio n---N Uzp

Sea F un haz de grupos abelianos sobre X. Si p es un entero > 0, una p-cocadena
de U con valores en F es una aplicacién f que asocia a cada sucesién s = (i, . ..,4,) de
p + 1 elementos de I una seccion f, = f;, i, de F a lo largo de U, ;,. Las p-cocadenas
forman un grupo abeliano, denotado por CP( F); es el grupo producto [[T'(Us, F),
tomado sobre todas las sucesiones de p + 1 elementos de I. La familia de los CP(4, F)
para p = 0,1,..., se denota por C'(4, F). Una p-cocadena recibe también el nombre de
cocadena de grado p.

Una p-cocadena f se dice que es alternada si:

(a) fiy..i, = 0 siempre que dos de los indices i, . .., i, sean iguales.
(b) fivoiopy = Eofig..ips Si 0 €s una permutacién del conjunto {0,...,p} (siendo &, el
signo de o).

Las p-cocadenas alternadas forman un subgrupo C'?(4, F) del grupo C? (4, F); la familia
de los C"P(4, F) se denota por C'(U, F).

19. Operaciones simpliciales. Sea S(I) el simplice cuyos vértices son los elemen-
tos de I; un simplice (ordenado) de S(I) es una sucesion s = (i, ..., 1,) de elementos de
I; diremos que p es la dimensién de s. Sea K (1) = > 7 K,(I) el complejo definido por
S(I): por definicién, K, (1) es el grupo libre generado por los simplices de dimensién p de
S(I).

Si s es un simplice de S(I), denotaremos por |s| el conjunto de los vértices de s. Una
aplicacion h @ K,(I) — K,(I) se dice que es un endomorfismo simplicial si:

(I) h es un morfismo de grupos,
(IT) Para todo simplice s de dimensién p de S(I), se tiene

/ !
h(s) = g s, con ¢ €7,
8/

la suma entendida sobre los simplices s’ de dimensién ¢ tales que |s'| C |s].
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Sea h un endomorfismo simplicial, y sea f € C9(4, F) una cocadena de grado ¢. Para
todo simplice s de dimensién p, pongamos:

(B f)s=> e pl(fo),

s/

p2 denota el morfismo de restriccién: T'(Uy, F) — I'(Us, F), que tiene sentido porque
|s'| C |s]. La aplicacién s — (h'f)s es una p-cocadena, denotada por h'f. La aplicacién
f — h'f es un morfismo de grupos:

Rt CUU, F) — CP(U, F),

y se verifican inmediatamente las formulas:

(h1+h2)t=hi+h;, (hlohg)t:hgohi, 1t:1

, . .. , / . .,
Nota. En la practica, omitiremos el simbolo p de restriccion.

20. Los complejos de cocadenas. Apliquemos lo de antes al endomorfismo sim-
plicial llamado borde

9 Ky (I) — K,(I),

definido por la féormula usual:

Jj=p+1
Oio, - ip) = > (=1)(ios- - dj, - ips1),

J=0

el signo ~ significa, como es costumbre, que el simbolo sobre el cual se encuentra debe
omitirse.

Obtenemos asf un morfismo 9° : CP(U, F) — CPTL(U, F), que denotamos por d; por
definicion, se tiene que:

Jj=p+1

(Af)igoiy = (10 (figiy i)

=0
p; denota el morfismo de restriccién

pi: T(U,

io...ij...ip+17

.F) — F(UiomipJFI , .F)

Como 0o d = 0, se tiene que dod = 0. Asi que C(L, F) estd dotado de un operador
coborde que lo convierte en un complejo. El ¢g-ésimo grupo de cohomologia del complejo
C'(4, F) se denotard por HI(4l, F). Se tiene que:

PROPOSICION 20. HO(U, F) = ['(X, F).
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Una 0-cocadena es un sistema (f;);cr, siendo cada f; una seccién de F a lo largo de
Ui; para que dicha cocadena sea un cociclo, es necesario y suficiente que f; — f; =0 a lo
largo de U; N Uj, lo que significa que existe una seccién de F sobre X que coincide con f;
sobre U;, para cada ¢ € I. De ahi la Proposicion.

(En consecuencia, H°(4, F) no depende de 4, lo que no es cierto en general para
HI(4, F)).

Se comprueba inmediatamente que df es alternada cuando f lo es; dicho de otra
manera, d deja estable C'(4L, F), que constituye un subcomplejo de C'(, F). Los grupos
de cohomologia de C’(4, F) seran denotados por H'?(LL, F).

PROPOSICION 21. La inyeccion de C'(, F) en C(U,F) define un isomorfismo de
H'Y(U, F) en HY(U, F) para todo q > 0.

Dotemos al conjunto I de una estructura de orden total, y sea h el morfismo simplicial
de K(I) definido de la siguiente manera:

h((ig,...,44)) = 0 si dos de los indices iy, ..., i, son iguales,
h((ig ... ,iq)) = €5(i60, - - -, loq) si todos los indices son distintos y o denota la permu-
tacién de {0, ..., q} tal que iyp < ig1 < ... < iy

Se verifica inmediatamente que h conmuta con 0, y que h(s) = s si dim(s) = 0;
en consecuencia (ver [7], Cap. VI, §5) existe un endomorfismo simplicial k, que eleva la
dimensién una unidad, y tal que 1 —h = Qo k + ko 0. Se deduce que, pasando a C(4, F),

1—ht=kod+dokt.

Se tiene también que h! es un pmyectmﬂ de C'(4U, F) sobre C'(4, F); como la féormula
anterior muestra que es un operador de homotopia, a Proposicién queda demostrada.
(Comparar con [7], Cap. VI, th. 6.10).

COROLARIO. HY(8, F) = 0 para q > dim (L)

Por definicién de dim(4), se tiene que Uy, ,, = 0 para ¢ > dim(4l), si los indices
ig, . . . , iq son distintos; por lo que C"(L, F) = 0, y se deduce que

HI(8, F) = H (U, F) = 0.

21. Paso de un recubrimiento a otro mas fino. Un recubrimiento 4 = {U; };¢s
se dice que es mds fino que otro recubrimiento U = {V};c; si existe una aplicacion
7:1 — Jtal que U; C V,; para cada i € I. Si f € C1(0, F), escribimos:

(Tf)io...iq = Pg(fn‘o...ﬂq),

N. del T.: Es decir, su imagen es C’(4, F) y se cumple que h' o ht = h.
3N. del T.: La dimensién de un recubrimiento, en caso de existir, es el entero positivo n mas pequeno
tal que la interseccién de n + 1 abiertos distintos del recubrimiento siempre es vacia.
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siendo pg el morfismo de restriccion definido por la inclusion de U, ;, en Vi 7. La
aplicaciéon f — 7f es un morfismo de C(0, F) en C(L, F), definido para todo ¢ > 0, y
conmuta con d, luego define morfismos en cohomologia:

™ HI(U0,F) — HY(U, F).

PROPOSICION 22. Los morfismos 7% : HY(0,F) — HI(4U, F) dependen solo de L y de
U, y no de la aplicacion T escogida.

Sean 7y 7’ dos aplicaciones de I en J tales que U; C V,; y U; C V,;; vamos a demostrar
* /%
que 7 = 7.

Sea f € CI(°0, F); pongamos

h=q—1

(K figigr = Z (=10 (Frio..rintin..cttia_s):

h=

o

donde pj, designa el morfismo de restriccion de Vi ripriy..7ig_1 & Usg.ig_s -

Se verifica por cédlculo directo (ver [7], Cap. VI, §3) que se tiene:

dkf + kdf =7'f —71f,
lo que prueba la Proposicion.

En consecuencia, si 4 es mas fino que U, existe para cada entero ¢ > 0 un morfismo
canénico de H1(*U, F) en HI(, F). En todo lo que sigue, denotaremos dicho morfismo
por o (4, B).

22. Grupos de cohomologia de X con valores en el haz F. La relacién “i
es més fino que Y’ (que denotaremos por I < U) es una relacién de preorden entre
recubrimientos de X; més atn, dicha relacién es filtrante, pues si 4 = {U;}ier v U =
{V;}jes son dos recubrimientos, 20 = {U; N V;}(; j)crxs €s un recubrimiento que es a la
vez mas fino que U y que U.

Diremos que dos recubrimientos L y 0 son equivalentes si se tiene que U < U v U < 4.
Todo recubrimiento 4 es equivalente a un recubrimiento ' cuyo conjunto de indices es un
subconjunto de P(X) (el conjunto de subconjuntos de X); en efecto, se puede tomar para
I el conjunto de abiertos de X perteneciente a la familia 4. Se puede entonces hablar
del conjunto de clases de recubrimientos, por la relacién de equivalencia anterior; es un
conjunto ordenado ﬁltranteﬂ

Si 4l < 9, tenemos un morfismo bien determinado o (4, 0) : HY(Y, F) — H(LU, F),
definido para todo entero ¢ > 0y todo haz F sobre X. Es claro que o (4L, 4l) es la identidad,
y que o(L0) o 0(V, W) = o(U,2) si U < Y < 0. Se sigue que, si i es equivalente
a Y, o, V) y o(Y, ) son isomorfismos inversos; dicho de otra manera, H?(4, F) solo
depende de la clase del recubrimiento l.

4Por el contrario, no se puede hablar del “conjunto” de todos los recubrimientos, porque un recubri-
miento es una familia cuyo conjunto de indices es arbitrario.
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DEFINICION 4. Se llama q-ésimo grupo de cohomologia de X con valores en el haz F, y
se denota por H1(X, F), al limite inductivo de los grupos H1(3, F), respecto del conjunto
ordenado filtrante de las clases de recubrimientos de X a través de los morfismos o (U, 0).

En otros términos, un elementos de H?(X,F) no es mas que una pareja (i, x), con
x € H1(4, F), identificando dos parejas (U, x) v (B, y) si existe W con W < U, W <V y
o (W, ) (z) = 0(W,V)(y) en H1(2W, F). A cada recubrimiento {4 de X le queda asociado
entonces un morfismo canénico o (M) : H9(U, F) — HIU(X, F).

Observamos que HY(4, F) se puede definir también como el limite inductivo de los
H(4, F) sobre una familia cofinal de recubrimientos . Por ello, si X es compacto (resp.
paracompacto), podemos limitarnos a considerar recubrimientos finitos (resp. localmente
finitos).

Cuando g = 0, se tiene, aplicando la Proposicién 20:

PROPOSICION 23. HY(X, F) =T'(X,F).

23. Morfismos de haces. Sea ¢ : F — G un morfismo de haces. Si i es un
recubrimiento de X, asignamos a cada f € C(4U, F) el elemento ¢f € C(L, F) definido
por la férmula (pf)s = ¢(fs). La aplicacion f — ¢f es un morfismo de C(4, F) en
C'(44,G) que conmuta con el coborde, luego define morfismos ¢* : H1(U, F) — H(LL, G).
Se tiene que p* oo (U, Y) = o(L, V) o p*, lo que da, pasando al limite inductivo, morfismos
de grupos:

' HYX,F) — HI(X,G).
Cuando g = 0, ¢* coincide con el morfismo de I'(X, F) en I'(X, G) definido natural-
mente por .

En el caso general, los morfismos * satisfacen las propiedades formales usuales:

(p4+v) =" +9% (poyp) =¢p oy, 1"=1.

En otros términos, para cada ¢ > 0, H(X, F) es un funtor covariante aditivo de F.
Resulta en particular que, si F es suma directa de dos haces Gy y Go, H1(X, F) es suma

directa de H%(X,G,) y de H1(X, G5).

Supongamos que F es un haz de A-mdédulos. Toda seccién de A sobre X define un
endomorfismo de F, luego endomorfismos de los H?(X, F). Se sigue que los H?(X, F) son
moédulos sobre el anillo T'(X, A).

24. Sucesién exacta de haces: caso general. Sea 0 — A 5 B B¢ = 0una
sucesién exacta de haces. Si U es un recubrimiento de X, la sucesién

0— CWA) S o, B) S o, e)

es evidentemente exacta, pero el morfismo £ no es epiyectivo en general. Denotemos
por Cy(4,C) la imagen de este morfismo; es un subcomplejo de C'(,C) y denotaremos
sus grupos de cohomologia por H{ (4, C). La sucesién exacta de complejos:
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0—CA) — CHLB) = Co(ih,C) — 0,

da lugar a una sucesion exacta de cohomologia:

oo HYWU, B) — HY(8,C) S HTPY (WU, A) — HTP(SLB) — ..
donde el operador coborde d se define del modo habitual.

Sean ahora Y = {U;}icr v U = {V}};es dos recubrimientos, y sea 7 : I — J una
aplicacion tal que U; C V,4; se tiene que U < 0. El diagrama conmutativo:

0 —— C(U,A) —— C(V,B) —— C(0,()

4 I I

0 —— C(8l,A) — O, B) —— C(4,C)

muestra que 7 aplica Co(U,C) en Cy(4,C), luego define morfismos en cohomologia
T Hi(U,C) — H{(4,C). Més aun, los morfismos 7* son independientes de la eleccién
de la aplicacién 7: esto se debe a que, si f € C{(0,C), se tiene que kf € C’g_l(il,C), con
las notaciones de la Proposicién 22. Se obtienen entonces morfismos candnicos o (4, Y) :
H{(U,C) — H{(, C); se pueden también definir los Hf (X, C) como limite inductivo sobre
los 41 de los grupos H{ (4, C).

Como el limite inductivo de sucesiénes exactas es una sucesién exacta, (ver [7], Cap.
VIII, th. 5.4), se tiene:

PROPOSICION 24. La sucesion:

oo HY(X,B) S HI(X,C) S HYY(X, A) 2 HITY(X,B) — ...
es exacta.
(d designa el morfismo obtenido por paso al limite a partir de d : HJ(LU,C) —
HH YU, A)).

Para aplicar la ultima Proposicién, serd conveniente comparar los grupos Hi(X,C) y
H9(X,C). La inyeccién de Cy(i,C) en C'(44,C) define morfismos H{ (LU, C) — HI(4, C), de
ahi se deducen, pasando al limite sobre 4, los morfismos:

HY(X,C) — HYX,C).
PROPOSICION 25. El morfismo candnico HY(X,C) — HY(X,C) es biyectivo para g =0

e inyectivo para q = 1.

Primero demostraremos un lema:

LEMA 1. Sea U = {V;};es un recubrimiento, y sea f = (f;) un elemento de C°(0,C).
Eziste un recubrimiento s = {U; }icr y una aplicacion T : I — J tales que U; C V,; y que

Tf e CYLU,C).
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Para cada x € X, escogemos 7z € J tal que x € V,,. Como f,, es una seccion de C a
lo largo de V., existe un entorno abierto U, de x, contenido en V., y una seccion b, de B
a lo largo de U, tales que [3(b,) = fr, sobre U,. Las {U, },cx forman un recubrimiento &
de X, y las b, forman una 0-cocadena b de i con valores en B; como 7f = ((b), se tiene
en efecto 7f € CP(4,C).

Ahora probaremos que H}(X,C) — H'(X,C) es inyectivo. Un elemento del nticleo de
esta aplicacion se puede representar por un 1-cociclo z = (z,,5,) € C{ (0, C) tal que existe
f=(f;) € C°B,C) con df = z; aplicando el Lema 1 a f, obtenemos un recubrimiento
iU tal que T7f € CY(U,C), lo cual implica que 7z es cohomdloga a 0 en Cy(&,C), luego su
imagen es 0 en H} (X, C). Se demuestra igualmente que H(X,C) — H°(X, C) es biyectivo.

COROLARIO. Se tiene una sucesion exacta:

0— H(X,A) - H'(X,B) - H'(X,C) - H'(X,A) - H'(X,B) - H'(X,C).

Es consecuencia de las Proposiciones 24 y 25.

COROLARIO. Si H(X, A) =0, entonces T'(X,B) — I'(X,C) es epiyectivo.

25. Sucesion exacta de haces: caso en que X es Hausdorff paracompacto
Recordamos que un espacio se dice paracompacto si todo recubrimiento de X admite un
recubrimiento localmente finito mas fino. Para un espacio X Hausdorff y paracompacto,
se puede extender la Proposicién 25 a todo valor de ¢ (ignoro si tal extensién es posible
para espacios que no sean de Hausdorff):

PROPOSICION 26. Si X es de Hausdorff y paracompacto, el morfismo candnico

H{(X,C) —» HY(X,C)

es biyectivo para todo q > 0.

La Proposicién es una consecuencia inmediata del lema siguiente, analogo al Lema 1:

LEMA 2. Sea U = {V;};es un recubrimiento, y sea f = (fj,..;,) un elemento de
C9(0,C). Existe un recubrimiento U = {U;}icr y una aplicacion 7 : 1 — J tales que
U CVyioyquetf e CiU,C).

Como X es paracompacto, podemos asumir que U es localmente finito. Entonces
existe un recubrimiento {W;},c; tal que W; C V;. Para cada x € X, escojamos un
entorno abierto U, de z tal que:

(a) Sixz eV (resp. v € W;), se tiene que U, C V; (resp. U, C W;),
(b) Si U, N W; # 0, se tiene que U, C V},
(c) Six € Vj.j, existe una seccién b de B sobre U, tal que 3(b) = fj,..;, sobre U,.

La condicién (c) es factible, por la definicién de haz cociente y el hecho de que x
pertenece solo a un nimero finito de los Vj, ;.. Una vez que se verifica (c), basta con
restringir convenientemente U, para satisfacer (a) y (b).
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La familia de los {U,}.ex forma un recubrimiento i; para todo = € X, escojamos
Tx € J tal que x € W,,. Veamos ahora que 7f pertenece a C§ (4, C), dicho de otra
forma, que fr4..rz, €5 imagen por § de una secciéon de B a lo largo de Uy, N --- N U, . Si
Ug, N -+~ N U,, es vacio, es evidente; si no, se tiene que Uy, NU,, # @ para 0 < k < g,y
como Uy, C Wy, , se tiene que U,, N Wy, # 0, lo que implica segin (b) que U, C Vis,,
de ahi que g € Vi4..r4,; aplicando ahora (c), se ve que existe una seccién b de B sobre
Uy, tal que B(b) = frag..ra, SObre Uy, en particular sobre Uy, N --- N U,,, con lo que se
concuye.

COROLARIO. Si X es paracompacto, se tiene una sucesion exracta:

oo HI(X,B) S HY(X,0) S HUY(X, A) LS HTY(X,B) = ..

(el operador d es el definido por la composicién del inverso de H{(X,C) — HY(X,C)
con d: H}(X,C) — HI (X, A)).

La sucesion exacta anterior se llama la sucesion exacta de cohomologia definida por la
sucesion exacta de haces 0 - A — B — C — 0 dada. Es valida, con mayor generalidad,
siempre que se pueda demostrar que H{(X,C) — H(X,C) es biyectivo (veremos en el
n® 47| que este es el caso cuando X es una variedad algebraica y A es un haz algebraico
coherente).

26. Cohomologia de un subespacio cerrado. Sea F un haz sobre X y sea Y
un subespacio de X. Sea F(Y) el haz inducido por F sobre Y, en el sentido del n® {4 Si
L = {U, }ies es un recubrimiento de X, los U/ = Y NU; forman un recubrimiento 4’ de Y’; si
fio...i; €8 una seccién de F a lo largo de U, . ;,, la restriccion de f;, ;. a Ui’omiq =Y NUs..,
es una seccion de F(Y). La operacién de restriccion es un morfismo p : C(U, F) —
CW, F(Y)), que conmuta con d, luego define morfismos p* : H1(W, F) — HI(UW, F(Y)).
Si U < U, se tiene que W < V', y p* o o(U, V) = o(W,L’) o p*; luego los morfismos p*
definen, pasando al limite sobre 4, morfismos p* : H4(X,F) — HY(Y, F(Y)).

PROPOSICION 27. Supongamos que Y es cerrado en X, y que F es nulo fuera de Y.
Entonces p* : HI(X,F) — HY(Y,F(Y)) es biyectivo para todo q > 0.

La Proposicién resulta de los dos hechos siguientes:

(a) Todo recubrimiento 20 = {W;},cr de Y es de la forma 4, donde 4 es un recubri-
miento de X.

En efecto, basta poner U; = W U (X —Y), porque Y es cerrado en X.
(b) Para todo recubrimiento 4 de X, p: C'(Y, F) — C (W, F(Y)) es biyectivo.
y al haz F.

Se puede reformular la Proposicion 27 del modo siguiente: Si G es un haz sobre Y, y si
G* es el haz obtenido prolongando G por 0 fuera de Y, se tiene que H4(Y,G) = HY(X,G™)
para todo ¢ > 0; dicho de otra manera, la identificacién de G con G~ es compatible con
el paso a los grupos de cohomologia.

En efecto, es resultado de la Proposicién 5 del n® , aplicada a U;

0---iq
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§4. Grupos de cohomologia asociados a recubrimientos distintos

En esta seccion, X serd un espacio topolégico y F un haz sobre X. Nos proponemos
dar condiciones sobre un recubrimiento  para que se cumpla H"(U, F) = H"(X, F) para
todo n > 0.

27. Bicomplejos. Un bicomplejo (ver [6], Cap. IV, §4) es un grupo abeliano bigra-
duado

K=Y K", p>0,q20,
p.q

dotado de dos endomorfismos d’ y d” verificando las siguientes propiedades:

» d' aplica KP? en KP4 y d" aplica KP? en KPat!,
- d,OdIIO, d/Od”—Fd”Od,:O, d"od" = 0.

Un elemento de KP7 se dice que es bihomogéneo de bigrado (p,q), y de grado total
p + ¢q. El endomorfismo d = d' + d” cumple que dod = 0, y los grupos de cohomologia de
K, dotado de este operador coborde, se denotaran por H"(K), siendo n el grado total.

Igualmente se puede dotar a K del operador coborde d'; como d' es compatible con
la bigraduacion de K, se obtienen entonces grupos de cohomologia, que denotaremos
H?Y(K); con d”, se tienen los grupos H7(K).

Denotaremos por K, el subgrupo de K%? formado por los elementos z tales que
d'(x) =0, y por K la suma directa de los K7; (¢ = 0,1,...). Definicién analoga para
K=", K7. Observamos que:

Ki, = H'(K) y K} = (Hf(K)).
K es un subcomplejo de K, y el operador d coincide sobre K;; con el operador d”.

PROPOSICION 28. Si HY(K) =0 parap > 0 y q¢ > 0, la inyeccion K;; — K define
una biyeccion de H"(Kyy) sobre H"(K) para todo n > 0.

(Ver [4], exposé XVII-6, cuya demostracién reproducimos a continuacion).

Sustituyendo K por K/Ky, se reduce a demostrar que, si H7"Y(K) =0 parap >0y
q > 0, entonces H"(K) = 0 para todo n > 0. Pongamos

K=Y K"

q=>h

Los K (h = 0,1,...) son subcomplejos anidados de K, y Kj,/Kpy1 es isomor-
foa %, KP" dotado del operador coborde d'. Se tiene entonces H"(K,/Kpi1) =
H"""(K) = 0 para cualesquiera n y h, de ahi que H"(K},) = H"(Kp41). Como H™(K},) =
0 si h > n, se deduce por recurrencia descendente sobre h, que H"(K}) = 0 para cuales-
quiera n y h, y como Kj es igual a K, queda probada la Proposicion,
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28. Bicomplejo definido por dos recubrimientos. Sean U = {U;}ic; v U =
{Vi}jes dos recubrimientos de X. Si s es un p-simplice de S(I), y s’ es un g¢-simplice
de S(J), designaremos por U; la interseccién de los U, @ € |s| (ver n® [1§), por Vi la
interseccién de los Vj, j € |§'[, por U; el recubrimiento de U, formado por los {Us;NV;} e,
y por Uy el recubrimiento de Vi formado por los {Vy N U;}ier.

Definamos un bicomplejo C (8, 0; F) = > CP(U, T; F) de la siguiente manera:

CPI(L B, F) = [[T(Us NV, F), el producto tomado sobre todas las parejas (s, s')
donde s es un simplice de dimensién p de S(I) y s’ un simplice de dimensién g de S(J).

Un elemento f € CP9(4U,T; F) es entonces una familia (f; ) de secciones de F sobre
los Uy N Vi, y con las notaciones del n®[18] tenemos

Jiowivigoria € L(WUig.iy N Vig..jr F)-

Se puede identificar también CP?(U,T; F) con [ [, CP(HUy, F); como, para cada s', se
tiene una operacién de coborde d : CP(8hy, F) — CPT1(Uy, F) se deduce un morfismo

dy : CPI(LU,0; F) — CPYH(U, 0; F).

Al explicitar la definiciéon de dy, se obtiene:

k=p+1

(duf)i0-~~ip+1yj0~~~jq = Z (_]‘)jpk?(fzoiklp+1,]0]q>7

k=0
siendo py el morfismo de restriccion definido por la inclusion de

Uio...ip+1 m V]o]q €n Uio ]

...Zk...ip+1

Igualmente se define dy : CP9(8h,0; F) — CPITL(U,0; F) y se tiene:

N Vie..dq

h=q+1

(d‘lif>io~~ip,joqu+1 - Z (_1)hph(fz'o‘..z‘p,jo...j‘h...jqﬂ)7

h=0

Esta claro que dg o dy = 0, dy o dy = dy o dy, dy o dyg = 0. Al definir entonces
d = dy, d" = (—1)Pdy, se establece en C(4,; F) una estructura de bicomplejo. Ahora
se pueden aplicar a K = C'(4,0; F) las definiciones de la subseccién anterior; los grupos
cuyos compejos designdbamos en el caso general por H"(K), H(K), H)(K), K;, K1,
se denotardn aqui H" (4, 0; F), HYY(U,B; F), HA (W, 0; F) Cr(U,B; F) v Crr(W,0; F)

respectivamente.

Viendo las definiciones de d' y d”, se tiene inmediatamente:

PROPOSICION 29. HPY(U,0; F) es isomorfo a [, H?(Uy,F), el producto tomado
sobre todos los simplices de dimension q de S(J). En particular,

CI (U, 05 F) = HP(U, ;. F)
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es isomorfo a [, H*(Hy, F) = CU(Y, F).

Denotaremos por ¢” el isomorfismo canénico: C(0,F) — Cr (8, 0; F). Si (fj,..;,) €s
un elemento de C'(0, F), se tiene entonces:

(" Fivgoria = Pio(fio..da)s

siendo p;, el morfismo de restriccién definido por la inclusion de

Uip MVjojg €0 Vig_j,-
Por supuesto, un resultado andlogo a la Proposicién 29 vale para H7/ (4, 0; F), y se

tiene un isomorfismo /' : C'(4, F) — C (L, T; F).

29. Aplicaciones. Con las mismas notaciones de la subseccién precedente, se tiene:

PROPOSICION 30. Supongamos que HP (g, F) = 0 para todo s' y todo p > 0. Entonces
el morfismo H™ (0, F) — H"(L,0; F), definido por (", es biyectivo para todo n > 0.
Es una consecuencia inmediata de las Proposiciones 28 y 29.

Antes de enunciar la Proposicién 31, demostremos un lema:

LEMA 3. Sea 20 = {W;}icr un recubrimiento de un espacio Y, y sea F un haz sobre
Y. Si existe i € I tal que W; =Y, entonces HP(23, F) = 0 para todo p > 0.

Sea ' el recubrimiento de Y formado por el tnico abierto Y'; se tiene evidentemente
2 < 20, y la hipdtesis sobre 20 impica que 20’ < 20. Resulta entonces (n 22)) que
HP(Q0, F) = HP(Q', F) =0sip > 0.

PROPOSICION 31. Supongamos que el recubrimiento 0 es mds fino que el recubri-
miento . Entonces " : H"(U, F) — H" (0, F) es biyectivo para todo n > 0. Mds ain, el
morfismo ' o "7t . H"(U, F) — H" (B, F) coincide con el morfismo o(0, ) del n?|21]

Al aplicar el Lema 3 a Q0 =4y vy Y = Vy, se ve que HP(y, F) = 0 para todo p > 0,
y la Proposicién 30 muestra entonces que

O HY(O, F) — H'(U,0; F)
es biyectivo para cada n > 0.

Sea 7 : J — I una aplicacién tal que V; C U,;; para demostrar la segunda parte de la
Proposicién, falta ver que, si f es un n-cociclo de C' (4, F), los cociclos //'(f) y (7 f) son
cohomologos en C'(4,T; F).

Para cada entero p, 0 < p < n — 1, definamos ¢g* € CP"P~1 (4, ; F) por la siguiente
formula:

p — o
Jio..iprjo.jnp-1 Pp(fm...zpmommn-p)a

siendo p,, el morfismo de restriccién definido por la inclusién de
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Ui()---ip N ‘/jo---jn—p—l cn UiO---iijO---Tjn—p—l'

Se verifica por cédlculo directo (usando que f es un cociclo) que se tiene:

d"(¢°) ="(rf), ... d"(g") = d'(¢""),....d'(¢"™") = (=1)"/(f)
de ahi que d(¢° —g* +-- -+ (=1)""1g" 1) = /(7 f) = /(f), lo que demuestra que (" (7 f)
y '(f) son cohomdlogas.

PROPOSICION 32. Supongamos que U es mds fino que 3, y que H1(Us, F) = 0 para
todo s y todo q > 0. Entonces el morfismo o(0,4) : H*(M, F) — H"(B, F) es biyectivo
para todo n > 0.

Si se aplica la Proposicién 30 al permutar los papeles de U y de U, se ve que ¢ :
H™"(0,F) — H"(U,T; F) es biyectivo. La Proposicién resulta entonces directamente de
la Proposicion 31.

TEOREMA 4. Sean X un espacio topoldgico, $h = {U, }ier un recubrimiento de X y F
un haz sobre X. Supongamos que existe una familia 0%, o € A, de recubrimientos de X
verificando las dos condiciones siguientes:

(a) Para todo recubrimiento 20 de X, existe a € A tal que B* < 2.
(b) H1(US, F) = 0 para todo o € A, todo simplice s de S(I), y todo q > 0.
Entonces o(W) : H"(U, F) — H"(X,F) es biyectivo para todo n > 0.

Como los U son arbitrariamente finos, podemos suponer que son mas finos que il
En ese caso el morfismo

o(BP* ) H* (W, F) — H" (B, F)

es biyectivo para todo n > 0, por la Proposicion 32. Como los U“ son arbitrariamente
finos, H"(X,F) es limite inductivo de los H"(0*, F), y se deduce inmediatamente el
teorema.

OBSERVACIONES. (1) Se puede demostrar que el Teorema 4 sigue siendo vélido cam-
biando la condicién (b) por la siguiente condicién més débil:

(b") lim, H1(B%, F) = 0 para todo simplice s de S(I) y todo g > 0.

(2) El Teorema 4 es andlogo a un teorema de Leray sobre recubrimientos aciclicos. Ver
[10] y [4], exposé XVII-T7.






CAPITULO II. VARIEDADES ALGEBRAICAS - HACES ALGEBRAICOS COHERENTES
SOBRE VARIEDADES AFINES

Durante el resto del articulo, K sera un cuerpo conmutativo algebraicamente cerrado
de caracteristica cualquiera.

§1. Variedades algebraicas

30. Espacios noetherianos. Sea X un espacio topolégico. Se dice que X es noethe-
m’anoﬂ si toda sucesién decreciente de cerrados de X estaciona. Es decir, si se tiene que
Fy D F, D ..., siendo los F; cerrados en X, entonces existe un entero n tal que F), = F),
para m > n. Esto equivale a que el conjunto de cerrados de X, ordenado por inclusion,
verifica la condicién minimal.

EJEMPLOS. Dotemos a un conjunto de X de la topologia cuyos cerrados son los sub-
conjuntos finitos de X y el propio X; con ella X es un espacio topoldgico noetheriano. En
general, toda variedad algebraica, dotada de la topologia de Zariski, es noetheriana (ver

n? [34)).
PROPOSICION 33. (a) Si X es noetheriano, entonces es compacto.
(b) Si X es noetheriano, cualquier subconjunto suyo también lo es.

(c) Si X es union de una familia finita Y; de subespacios noetherianos, entonces X es
noetheriano.

Si F; es un conjunto filtrante decreciente de cerrados de X y X es noetheriano, existe
un F; contenido en todos los demds; si NF; = () hay algin i tal que F; = 0, lo que
demuestra (a).

Sea G; D G5 D ... una sucesién de_creciegte de cerrados de un subespacio Y de _X ; si
X es noetheriano, existe un n tal que G, = G, para m > n, de ahi que G,, =Y NG, =
Y NG, = G,, lo que prueba (b).

Sea Fi D Fy D ... una sucesién decreciente de cerrados de un espacio X verificando
(¢); como los Y; son noetherianos, existe para cada ¢ un n; tal que F,,NY; = F,,, NY; para
m > n;; si n = sup(n;), se tiene entonces que F,, = F,, si m > n, lo que demuestra (c).

Un espacio X se dice irreducible si no es uniéon de dos cerrados estrictamente incluidos
en si mismo; esto equivale a que dos abiertos no vacios cualesquiera de X tienen intersec-
ciéon no vacia. Toda familia finita de abiertos no vacios de X tiene entonces interseccion
no vacia, y todo abierto de X es también irreducible.

PROPOSICION 34. Todo espacio noetheriano X es unidn de un conjunto finito de
cerrados irreducibles Y;. Si se supone ademds que Y; no estd contenido en Y; para cada
pareja (i,7),1 # j, el conjuntos de losY; estd determinado de manera inica por X; losY;
asi definidos se conocen como las componentes irreducibles de X .

°N. del T.: En el articulo original se llamaba “espacio con la propiedad (A)” a lo que aqui hemos
llamado espacio noetheriano.

31
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La existencia de una descomposicién X = (JY; resulta evidente por la definicién de
espacio noetheriano. Si Zj es otra descomposicién de X, se tiene que Y; = |JY; N Z, v
como Y; es irreducible, ello implica la existencia de un indice & tal que Z; D Y;; invirtiendo
los papeles de Y; v Zi, se deduce la existencia de un indice ¢’ tal que Yy D Zj; de ahi que
Y; C Z, C Yy, lo que, por hipétesis sobre los Y;, implica que ¢ = ¢’ y Y; = Z, dando la
unicidad de la descomposicién.

PROPOSICION 35. Sea X un espacio topoldgico, union de una familia finita de abier-
tos no vacios V;. Para que X sea irreducible, es necesario y suficiente que los V; sean
irreducibles y que V; NV; # 0 para toda pareja (i, 7).

La necesidad de las condiciones ha sido senalada mas arriba; mostremos que son sufi-
cientes. Si X =Y U Z, con Y y Z cerrados, se tiene que V; = (V;NY) U (V; N Z), lo que
prueba que cada V; esta contenido en Y o en Z. Supongamos que Y y Z son distintos de
X; entonces podemos escoger dos indices 4, j tales que V; no esta contenido en Y y V; no
estd contenido en Z; de lo anterior se sigue que V; C Zy V; CY. SeaT =V, =V, NV};
T es cerrado en Vj, y se tiene V; =T U (Z NV;); como V; es irreducible, ello implica que
T = Vj, luego V; N V; = 0, o bien implica que ZNV; = V;, luego V; C Z, y en ambos
casos se llega a una contradiccion.

31. Subconjuntos localmente cerrados del espacio afin. Sea r un entero > 0,
y sea X = K" el espacio afin de dimension r sobre el cuerpo K. Dotaremos a X de la
topologia de Zariski; recordamos que un subconjunto de X es cerrado en esta topologia
si es el conjunto de los ceros comunes a una familia de polinomios P* € K[X,...,X,].
Como el anillo de polinomios es noetheriano, X es un espacio noetheriano; ademas, se
demuestra facilmente que X es un espacio irreducible.

Si x = (21,...,%,) es un punto de X, denotaremos por O, al anillo local de x; recor-
damos que es el subanillo del cuerpo K (X7, ..., X,) formado por las fracciones racionales
R que se pueden escribir de la forma:

R = P/Q, donde P y @ son polinomios y Q(x) # 0.

Una tal fraccién racional se dice que es regular en x; en todo punto x € X donde
Q(x) # 0, la funcién x — P(x)/Q(x) es una funcién continua con valores en K (conside-
rando en K la topologia de Zariski) que podemos identificar con R cuando el cuerpo K
sea infinito. Los O,, x € X forman entonces un subhaz O del haz F(X) de gérmenes de
funciones sobre X con valores en K (ver n°j3)); el haz O es un haz de anillos.

Vamos a extender lo que precede a subespacios localmente cerrados de X (diremos
que un subconjunto de X es localmente cerrado en X si es la interseccién de un abierto y
un cerrado en X). Sea Y un tal subespacio, y sea F(Y) el haz de gérmenes de funciones
sobre Y con valores en K; si z es un punto de Y, la operacién de restriccién de funciones
define un morfismo canénico

ert F(X)e = F(Y ),

La imagen de O, por €, es un subanillo de F(Y),, que denotaremos por O, y; los
O,y forman un subhaz Oy de F(Y), el llamado haz de anillos locales de Y. Una seccién
de Oy sobre un abierto V' de Y es, por definiciéon, una aplicaciéon f : V — K que es
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igual, en un entorno de cada punto x € V, a la restriccién a V' de una funcién racional
regular en x; una tal funcién f se dird que es reqular sobre V; es una funcién continua
considerando en V' la topologia inducida por la de X, y en K la topologia de Zariski. El
conjunto de las funciones regulares en todo punto de V' es un anillo, el anillo T'(V, Oy);
observamos igualmente que, si f € I'(V,Oy) y f(x) # 0 para todo = € V, entonces 1/f
también pertenece a I'(V, Oy).

Se puede caracterizar de otra manera el haz Oy:

PROPOSICION 36. Sea U (resp. F') un abierto (resp. cerrado) de X, y seaY = UNF.
Sea I(F) el ideal de K[X3,...X,] formado por los polinomios nulos sobre F'. Si x es un

punto de Y, el nicleo de la proyeccion € : O, — O,y coincide con el ideal I(F) - O, de
O,.

Es claro que todo elemento de I(F') - O, pertenece al nicleo de e,. Reciprocamente,
sea R = P/@Q un elemento de este niicleo, siendo P y @ polinomios con Q(z) # 0. Por
hipétesis, existe un entorno abierto W de z tal que P(y) = 0 para todo y € W N F; sea
F’ el complementario de W, que es cerrado en X; como = ¢ F’, por la definicién de la
topologia de Zariski existe un polinomio P; nulo sobre I’ y no nulo en z; el polinomo
P - P, pertenece entonces a I(F'), y se puede escribir R = P - P, /Q - P, lo que demuestra
que Re I(F) - O,.

COROLARIO. El anillo O,y es isomorfo al anillo de fracciones de K[Xy,..., X,|/I(F)
relativo al ideal maximal definido por el punto x.

Se deduce inmediatamente de la construccion del anillo de fracciones de un anillo
cociente (ver por ejemplo [8], Cap. XV, §5, th. XI).

32. Aplicaciones regulares. Sea U (resp. V') un subespacio localmente cerrado de
K" (resp. K®). Una aplicacién ¢ : U — V se dice que es regular sobre U (o simplemente
regular) si:

(a) ¢ es continua,
(b) Six e U, ysif € Ouu),y, entonces fop e Ouyp.

Designemos las coordenadas del punto ¢(x) como ¢;(x), 1 <1i < s. Se tiene entonces:

PROPOSICION 37. Para que ¢ : U — V sea reqular sobre U, es necesario y suficiente
que las p; : U — K sean requlares sobre U para cada i, 1 <1 < s.

Como las funciones coordenadas son regulares en V', la condicién es necesaria. Recipro-
camente, supongamos que @; € I'(U, Oy ) para todo i; si P(X7,...X;) es un polinomio, la
funcién P(pq, ..., @s) pertenece a T'(U, Oy) porque T'(U, Op) es un anillo; se sigue que es
continua sobre U, luego el conjunto de sus ceros es cerrado, lo que prueba la continuidad
de . Sise tiene que x € U 'y f € Ou),v, la f se puede escribir localmente de la forma
f = P/Q, siendo P y @ polinomios con Q(¢(x)) # 0. La funcién f o ¢ es entonces igual
a Poy/Qop en un entorno de z; segin acabamos de ver, P o y @) o ¢ son regulares en
un entorno de x; como @ o ¢(x) # 0, resulta que f o ¢ es regular en un entorno de z, lo
que concluye la demostracion.
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La composicion de dos aplicaciones regulares es regular. Una biyeccion ¢ : U — V
se dice que es un isomorfismo birreqular (o simplemente un isomorfismo) si ¢ y ¢! son
aplicaciones regulares; esto equivale a que ¢ sea un homeomorfismo de U con V que
transforme el haz Oy en el haz Oy,.

33. Productos. Si r y 7’ son enteros > 0, identificaremos el espacio afin K"+
con el producto K" x K"'. La topologia de Zariski de K"*"" es mas fina que la topologia
producto de las topologfas de Zariski en K" y en K”'; la inclusién es estricta si tanto r
como ' son > 0. Resulta que, si U y U’ son subespacios localmente cerrados de K" y
de K", U x U’ es un subespacio localmente cerrado de K™, y el haz Opyy estd bien
definido.

Sea por otro lado W un subespacio localmente cerrado de K*, ¢t > 0, y sean ¢ : W — U
y ¢ : W — U’ dos aplicaciones. Resulta inmediatamente de la Proposicién 37 que se tiene:

PROPOSICION 38. Para que la aplicacidn x — (p(x), ¢'(x)) sea una aplicacion reqular
de W en U x U', es necesario y suficiente que ¢ y @' sean requlares.

Como toda aplicacién constante es regular, la Proposicién anterior muestra que toda
seccion x — (x,xf), xy € U', es una aplicacién regular de U en U x U’; por otro lado, las
proyecciones U x U' — U y U x U' — U’ son evidentemente regulares.

Sean V y V' subespacios localmente cerrados de K° y K, y scan ¢ : U — V' y
' U — V' dos aplicaciones. Las observaciones que preceden, junto con la Proposicién
38, muestran que se tiene (ver [1], Cap. IV):

PROPOSICION 39. Para que ¢ x ¢ : U x U — V x V' sea reqular, es necesario y
suficiente que v y ' sean requlares.

De ahi que:

COROLARIO. Para que 1) X )’ sea un isomorfismo birreqular, es necesario y suficiente
que 1 y 1 sean isomorfismos birrequlares.

34. Definicién de la estructura de variedad algebraica.

DEFINICION 5. Se llama variedad algebraica sobre K (o simplemente variedad alge-
braica) a un conjunto X dotado:

19 de una topologia,

29 de un subhaz Ox del haz F(X) de gérmenes de funciones en X con valores en K,

verificando los aziomas (VAy) y (VArr) que enunciaremos a continuacion.

Primero observemos que, si X e Y estan dotadas de estructuras del tipo precedente,
se tiene la nocion de isomorfismo de X en Y: es un homeomorfismo de X en Y que
transforma Ox en Oy. Por otro lado, si X’ es abierto en X, se puede dotar X’ de la
topologia inducida y del haz inducido: se tiene una nocién de estructura inducida sobre
un abierto. Aclarado esto, podemos enunciar el axioma (VAj):
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(VAj) - Existe un recubrimiento abierto finito B = {V;}icr del espacio X tal que cada
Vi, dotado de la estructura inducida por la de X, es isomorfo a un subespacio localmente
cerrado U; de un espacio afin, dotado del haz Oy, definido en el n? |31

Para abreviar, llamaremos variedad prealgebraica a todo espacio topolégico X dotado
de un haz Ox verificando el axioma (VA;). Un isomorfismo ¢; : V; — U; recibe el nombre
de carta del abierto V;; la condicién (VAj) significa entonces que es posible recubrir X a
partir de un niimero finito de abiertos que poseen cartas. La Proposicion 33 muestra que
X es noetheriano, luego compacto, asi como todos sus subespacios.

La topologia de X sera llamada “topologia de Zariski” en X, y el haz Oy serd llamado
el haz de anillos locales de X.

PROPOSICION 40. Sea X un conjunto, union de una familia finita de subconjuntos X;,
J € J. Supongamos que cada X; estd dotado de una estructura de variedad prealgebraica,
y que se verifican las siguientes condiciones:

(a) X; N X; es abierto X;, para cualesquiera i,j € J,

(b) las estructuras inducicas por X; y por X; sobre X;NX; coinciden para cualesquiera
1,5 € J.

Entonces existe una unica estructura de variedad prealgebraica en X tal que los X
son abiertos en X y la estructura inducida sobre cada X; es la estructura dada.

La existencia y unicidad de la topologia de X y del haz Ox son inmediatas; queda
verificar que dicha topologia y dicho haz satisfacen (VAy), lo que resulta del hecho de que
los X son un ndmero finito de abiertos verificando (VAj).

COROLARIO. Sean X y X' dos variedades prealgebraicas. Fxiste sobre X x X' una
unica estructura de variedad prealgebraica verificando la siguiente condicion: St : V. — U
y¢' V' —= U son dos cartas (siendo V' abierto en X y V' abierto en X'), entonces Vx V'’
es abierto en X X X' yox ¢ -V x V' = U x U’ es una carta.

Recubramos X por un numero finito de abiertos V; con cartas ¢; : V; — U;, v sea
(Vi, U, ¢}) una familia andloga para X'. El conjunto X x X' es unién de los V; x V;

dotamos a cada V; x VJ de la estructura de variedad prealgebraica imagen de la de U; x
/ —1 /—1. . ’ . . 2 .

U; pOr ©; " X Py las hipétesis (a) y (b) de la Prop.o.su:lon 40 son.aphcables a este
recubrimiento de X x X', segun el corolario a la Proposicién 39. Se obtiene entonces una

estructura de variedad prealgebraica sobre X x X' que verifica las condiciones deseadas.

Se puede aplicar el corolario anterior al caso particular X’ = X; asi pues X x X queda
provisto de una estructura de variedad prealgebraica, y en particular de una topologia. Ya
podemos enunciar el axioma (VAj;):

(VAr) - La diagonal A de X x X es cerrada en X x X.

Supongamos que X es una variedad prealgebraica, obtenida por el proceso de “pegado”
de la Proposicién 40; para que se cumpla la condicién (VAj;), es necesario y suficiente
que X;; = AN X; x X; sea cerrado en X; x X;. Ahora bien, X;; es el conjunto de los
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(z,x) con x € X; N X;. Supongamos entonces que existen cartas ¢; : X; — U;, y sea
Ti; = i X pj(X;;); Ti; es el conjunto de los (¢;(z), ¢;(z)) cuando x recorre X; N X;. El
axioma toma entonces la siguiente forma:

(VA';) - Para toda pareja (i,7), T;; es cerrado en U; x Uj.

Bajo esta forma, es igual que el axioma (A) de Weil (ver [16], p. 167), con la diferencia
de que Weil solo considera variedades irreducibles.

EJEMPLOS de variedades algebraicas: Todo subespacio localmente cerrado U de un
espacio afin, dotado de la topologia inducida y del haz inducido Oy definido en el n° [31],
es una variedad algebraica. Toda variedad proyectiva es una variedad algebraica (ver n®
b1)). Todo espacio fibrado algebraico (ver [17]) cuyos espacios base y fibra sean variedades
algebraicas es él mismo una variedad algebraica.

OBSERVACIONES. (1) Noétese la analogia entre la condicién (VAy;) y la condicién de
Hausdorff impuesta sobre las variedades topolégicas, diferenciables y analiticas.

(2) Ejemplos sencillos muestran que la condiciéon (VA;;) no es consecuencia de la
condicién (VAj).

35. Aplicaciones regulares, estructuras inducidas, productos. Sean X e YV
dos variedades algebraicas, ¢ una aplicacién de X en Y. Se dice que ¢ es regular si:

(a) ¢ es continua,
(b) Sizxe X y f € Opn)y, entonces fop e Oy x.

Igual que en el n° [32] la composicién de dos aplicaciones regulares es regular y, para
que una biyeccién ¢ : X — Y sea un isomorfismo, es necesario y suficiente que ¢ y ¢!
sean aplicaciones regulares. Las aplicaciones regulares forman asi una familia de morfismos
para la estructura de variedad algebraica, en el sentido de [1], Cap. IV.

Sea X una variedad algebraica, y X’ un subconjunto localmente cerrado de X. Dote-
mos a X’ de la topologia inducida por la de X y del haz Ox/ inducido por Ox (de manera
mds precisa, para cada z € X', se define O, x» como la imagen de O, x por el morfismo
canénico F(X), — F(X'),). Se verifica el axioma (VAj): si ¢; : V; — U; es un sistema
de cartas tal que X = |JV;, pongamos V/ = X' NV, U = ¢;(V) y p; : V! — U/ es un
sistema de cartas tal que X’ = [JV/. El axioma (VA;;) se cumple porque la topologia de
X’ x X' es la inducida por la de X x X (también se podria utilizar (VA’;)). Se define asi
una estructura de variedad algebraica en X', que se dice inducida por la de X; se dice
también que X’ es una subvariedad de X (en Weil [16], el término de “subvariedad” se re-
serva para lo que nosotros llamaremos aqui subvariedad irreducible cerrada). Si ¢ designa
la inyeccién de X’ en X, ¢ es una aplicacién regular; ademas, si ¢ es una aplicacién de una
variedad algebraica Y en X', para que ¢ : Y — X’ sea regular, es necesario y suficiente
que toy Y — X sea regular (lo que justifica el término de “estructura inducida”, ver
[1], loc. cit.).

Si X y X’ son variedades algebraicas, X x X’ es una variedad algebraica, llamada
variedad producto; en efecto, basta con ver que se cumple el axioma (VA’;), es decir, que
st : Vi = Uy ¢l 2 Vi, = Ul son sistemas de cartas tales que X =V, y X' =V},
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entonces el conjunto Ti; x T}, es cerrado en U; x U; X U, x U, (las notaciones son las del
n° ; ahora bien, esto resulta inmediatamente del hecho de que T}; y Tzf,j, son cerrados
en U; x U; y Uy, x U}, respectivamente.

Las Proposiciones 38 y 39 siguen siendo validas para variedades algebraicas arbitrarias,
sin mas modificaciones.

Si¢: X — Y es una aplicacion regular, la grafica ® de ¢ es cerrada en X x Y, por
ser la imagen inversa de la diagonal de Y x Y por la aplicaciéon p x 1: X xY — Y xY;
ademds, la aplicacién ¢ : X — ® definida por ¢(z) = (x,p(x)) es un isomorfismo: en
efecto, ¥ es una aplicacién regular, asf como ¥~ (porque es la restriccién de la proyeccion
X xY — X).

36. Cuerpos de funciones racionales sobre una variedad irreducible. Pri-
mero demostraremos dos lemas de naturaleza puramente topoldgica:

LEMA 4. Sean X un espacio conexo, G un grupo abeliano y G el haz constante sobre
X isomorfo a G. La aplicacion canénica G — I'(X, G) es biyectiva.

Un elemento de I'(X, G) no es mas que una aplicacién continua de X en G con la topo-
logia discreta. Puesto que X es conexo, una tal aplicacion es constante, lo que demuestra
el lema.

Diremos que un haz F sobre un espacio X es localmente constante si todo punto de
X posee un entorno U tal que F(U) es constante sobre U.

LEMA 5. Todo haz localmente constante sobre un espacio irreducible es constante.

Sean F el haz, X el espacio, y pongamos F' = ['(X, F); bastara con demostrar que el
morfismo candnico p, : F' — F, es biyectivo para todo z € X, porque asi obtendremos
un isomorfismo del haz constante isomorfo a F' con el haz F dado.

Si f € F, el lugar de los puntos z € X tales que f(z) = 0 es abierto (por las
propiedades generales de los haces), y cerrado (porque F es localmente constante); viendo
que todo espacio irreducible es conexo, dicho lugar es ) o X, lo que demuestra entonces
que p, es inyectivo.

Sea ahoram € F,, y sea s una seccién de F sobre un entorno U de z tal que s(x) = m;
cubramos X por abiertos no vacios U; tales que F(U;) es constante sobre U;; como X es
irreducible, se tiene que U N U; # 0); escojamos un punto z; € U N U;; es evidente que
existe una seccién s; de F sobre U; tal que s;(z;) = s(z;), y como las secciones s y s;
coinciden en x;, coinciden en todo U N U;, porque U N Uj; es irreducible, luego conexo; del
mismo modo s; y s; coinciden sobre U; N Uj;, porque coinciden sobre U N U; N U; # ;
luego las secciones s; definen una tnica seccion s de F a lo largo de X, y se tiene que
pz(s) = m, lo que completa la demostracién.

Sea ahora X una variedad algebraica irreducible. Si U es un abierto no vacio de X,
pongamos Ay = I'(U,Ox); Ay es un anillo integro: en efecto, supongamos que se tiene
f+-g =0, siendo f y g aplicaciones regulares de U en K; si F' (resp. G) es el lugar de
los puntos x € U tales que f(x) = 0 (resp. g(z) = 0), se tiene que U = FUG, y F'y
G son cerrados en U, porque f y g son continuas; como U es irreducible, se deduce que
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F =U o G =U,lo que significa que f o g son nulas sobre U. Se puede entonces hablar de
cuerpos de cocientes de Ay, que denotaremos Ky; si U C V, el morfismo pg Ay — Ay
es inyectivo porque U es denso en V, y se tiene un isomorfismo bien determinado ¢}
de Ky en Ky; el sistema de los {Ky, Y} define un haz de cuerpos K; ademds K, es
canoénicamente isomorfo al cuerpo de cocientes de O, x.

PROPOSICION 41. Para toda variedad algebraica irreducible X, el haz K definido an-
teriormente es un haz constante.

Viendo el Lema 5, basta probar la Proposicién cuando X es una subvariedad local-
mente cerrada del espacio afin K”; sea F' el cierre de X en K, y sea I(F) el ideal de
K[Xy,...,X,] formado por los polinomios nulos sobre F' (o sobre X, da lo mismo). Si po-
nemos A = K[Xy,...,X,|/I(F), el anillo A es integro porque X es irreducible; sea K(A)
el cuerpo de cocientes de A. Segun el corolario a la Proposicion 36, se puede identificar
O, x con el anillo de fracciones de A relativo al ideal maximal definido por x; se obtiene
as{ un isomorfismo del cuerpo K (A) sobre el cuerpo de fracciones de O, x, y es facil ver
que se define asi un isomorfismo del haz constante igual a K(A) sobre el haz K, lo que
demuestra la proposicion.

Segtn el Lema 4, las secciones del haz IC forman un cuerpo, isomorfo a K, para todo
xr € X,y que denotaremos por K (X). Recibe el nombre de cuerpo de funciones racionales
de X; es una extension de tipo finito del cuerpo K, cuyo grado de trascendencia sobre
K es la dimension de X (esta definicion se extiende a variedades algebraicas reducibles
poniendo dim X = supdim Y}, si X es unién de subvariedades cerradas irreducibles Y;). Se
identificara en general el cuerpo K (X) con el cuerpo K,; como se tiene que O, x C K, se
ve que O, x corresponde a un subanillo de K(X) (es el anillo de especializacién al punto
x de K(X), en el sentido de Weil, [16], p. 77). Si U es abierto en X, I'(U, Ox) es entonces
la interseccién en K (X) de los anillos O, x cuando z recorre U.

Si Y es una subvariedad de X, se tiene que dimY < dim X; si por otro lado Y es
cerrada y no contiene ninguna componente irreducible de X, se tiene que dimY < dim X,
como se ve restringiéndose al caso de subvariedades de K" (ver por ejemplo [8], Cap. X,
§5, th. II).

§2. Haces algebraicos coherentes

37. El haz de anillos locales de una variedad algebraica. Retomamos las
notaciones del n®[31} sea X = K" y sea O el haz de anillos locales de X. Se tiene:

LEMA 6. El haz O es un haz coherente de anillos en el sentido del n? [15.

Sean x € X, U unentornode z,y fi,..., f, secciones de O sobre U, es decir, funciones
racionales regulares en todo punto de U; vamos a ver que el haz de relaciones entre
fi,..., fp es un haz de tipo finito sobre O. Cambiando U por otro entorno mas pequeno
si es preciso, podemos suponer que las f; se escriben f; = P;/Q, donde los P, y @) son
polinomios y ) no se anula en U. Sean ahoray € U y g; € O, tales que Zif gifi es nulo
en un entorno de y; se oueden entonces escribir las g; de la forma ¢g; = R;/S, donde los
R; y S son polinomios, y S no se anula en y. La relacién “Zi’l’ gif: = 0 en un entorno

de y” equivale a la relacién “> .7 R;P; = 0 en un entorno de y”, la cual es equivalente
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a Zi’f R;P; = 0. Como el médulo de relaciones entre los polinomios P; es un médulo de
tipo finito (porque el anillo de polinomios es noetheriano), se sigue entonces que el anillo
de las relaciones entre las f; es de tipo finito.

Sea ahora V una subvariedad cerrada de X = K"; para todo x € X, sea Z,(V) el ideal
de O, formado por los elementos f € O, cuya restriccién a V' es nula en un entorno de x

(se tiene que Z,(V) = O, si x # V). Los Z,(V') forman un subhaz Z(V') del haz O.
LEMA 7. El haz Z(V') es un haz coherente de O-mddulos.

Sea I(V) el ideal de K(Xj,...,X,) formado por los polinomios P nulos sobre V.
Segin la Proposicion 36, Z, (V') es igual a I(V') - O, para todo = € V, y la misma férmula
vale para ¢ V' como se ve enseguida. El ideal I(V') estd generado por un nimero finito
de elementos, luego el haz Z(V') es de tipo finito, luego coherente por el Lema 6 y la
Proposicién 16 del n® [15]

Ahora extenderemos el Lema 6 a una variedad algebraica arbitraria:

PROPOSICION 42. Si V' es una variedad algebraica, el haz Oy es un haz coherente de
anillos sobre V.

Como la cuesién es local, podemos suponer que V' es una subvariedad cerrada del
espacio afin K. Por el Lema 7, Z(V') es un haz coherente de ideales, luego el haz O/ Z(V)
es un haz coherente de anillos sobre X, por el Teorema 3 del n°[16] Este haz de anillos es
nulo fuera de V', y su restriccién a V' no es otra que Oy (n° ; luego el haz Oy es un
haz coherente de anillos sobre V' (n°[17, corolario a la Proposicién 19).

OBSERVACION. Es claro que la Proposicién 42 vale, mds generalmente, para toda
variedad prealgebraica.

38. Haces algebraicos coherentes. Si V' es una variedad algebraica cuyo haz de
anillos locales es Oy, llamaremos haz algebraico sobre V a todo haz de Oy-moddulos,
en el sentido de n®[6} si F y G son haces algebraicos, diremos que ¢ : F — G es un
morfismo algebraico (o simplemente un morfismo) si es un Oy-morfismo; recordemos que
ello equivale a decir que cada ¢, : F, — G, es O, y-lineal y que ¢ transforma secciones
locales de F en secciones locales de G.

Si F es un haz algebraico sobre V, los grupos de cohomologia H?(V, F) son médulos
sobre T'(V, Oy), ver n° ; en particular, son espacios vectoriales sobre K.

Un haz algebraico F sobre V' diremos que es coherente si es un haz coherente de Oy -
médulos, en el sentido de n® 12} viendo la Proposicién 15 de n® (15| y la Proposicién 42,
un haz de este tipo esta caracterizado por el hecho de ser localmente isomorfo al conticleo
de un morfismo algebraico ¢ : O, — OF,.

Vamos a dar algunos ejemplos de haces algebraicos coherentes (veremos otros mas
tarde, especialmente en n® 48y n° [57).

39. Haz de ideales definido por una subvariedad cerrada. Sea W una sub-
variedad cerrada de una variedad algebraica V. Para cada x € V, sea Z,(WW) el ideal de
O, v formado por los f cuya restriccién a W sea nula en un entorno de x; sea Z(W) el
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subhaz de Oy formado por los Z,(W). Se tiene la siguiente Proposicién, que generaliza
el Lema 7:

PROPOSICION 43. El haz Z(W) es un haz algebraico coherente.

Como la cuestion es local, podemos suponer que V' (luego también W) es una subva-
riedad cerrada del espacio afin K. Resulta ahora del Lema 7, aplicado a W, que el haz de
ideales definido por W en K" es de tipo finito: se sigue que Z(W), que es su imagen por el
morfismo candénico O — Oy, es también de tipo finito, luego coherente por la Proposicion
16 de n°[15] y la Proposicién 42 de n° [37]

Sea Oy el haz de anillos locales de W, y sea Oy, el haz sobre V obtenido prolongando
Ow por 0 fuera de W (ver n®[f]); dicho haz es candénicamente isomorfo a Oy / Z(W), o sea
que se tiene una sucesién exacta:

0—Z(W) — Oy — Oy, — 0.

Sea entonces F un haz algebraico sobre W, y sea F" el haz obtenido prolongando F
por 0 fuera de W; se puede considerar ' como un haz de Oy-médulos, luego también
como un haz de Oy-médulos cuyo anulador contiene a Z(W). Se tiene:

PROPOSICION 44. Si F es un haz algebraico coherente sobre W, F¥ es un haz alge-
braico coherente sobre V. Reciprocamente, si G es un haz algebraico coherente sobre V
cuyo anulador contiene a Z(W), la restriccion de F a W es un haz algebraico coherente

sobre W.

Si F es un haz algebraico coherente sobre W, F" es un haz coherente de O};,-médulos
(n° 17 Proposicién 19), luego un haz coherente de Oy-médulos (n° [16] Teorema 3).
Reciprocamente, si G es un haz algebraico coherente sobre V', cuyo anulador contiene a
Z(W), G puede ser considerado como un haz de Oy / Z(WW)-mddulos, que es coherente (n®
Teorema 3); la restriccién de G a W es entonces un haz coherente de Oy-médulos (n®
Proposicién 19).

Asi pues, todo haz algebraico coherente sobre W se puede identificar con un haz cohe-
rente sobre V' (y esta identificacién no cambia los grupos de cohomologia, por la Propo-
sicién 27 del n° . En particular, todo haz algebraico coherente sobre una variedad afin
(resp. proyectiva) se puede considerar como un haz algebraico coherente sobre el espacio
afin (resp. proyectivo); en lo que sigue haremos uso de esta posibilidad frecuentemente.

OBSERVACION. Sea G un haz algebraico coherente sobre V', que sea nulo fuera de W;
el anulador de G no contiene necesariamente a Z(W') (dicho de otra forma, G no siempre
puede ser considerado como un haz algebraico coherente sobre W); solo sabemos que
contiene a una potencia de Z(W).

40. Haces de ideales fraccionarios. Sea V' una variedad algebraica irreducible,
y sea K (V') el haz constante de funciones racionales sobre V' (ver n°[36); K (V) es un haz
algebraico que no es coherente si dim V' > 0. Un subhaz algebraico F de K (V') puede ser
llamado “haz de ideales fraccionarios”, porque cada F, es un ideal fraccionario de O,y .

PROPOSICION 45. Para que un subhaz algebraico F de K(V') sea coherente, es nece-
sario y suficiente que sea de tipo finito.
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La necesidad es trivial. Para demostrar la suficiencia, basta probar que K (V') verifica la
condicién (b) de la definicién 2 de n® , es decir, que si f1, ..., f, son fracciones racionales,
el haz R(f1,..., f,) es de tipo finito. Si x es un punto de V, se pueden encontrar funciones
g: y h, tales que f; = g;/h, siendo las g; y h regulares sobre un entorno U de x, con h no
nula sobre U; el haz R(fi,..., f,) coincide entonces con el haz R(g1,...,gp), que es de
tipo finito porque Oy es un haz coherente de anillos.

41. Haz asociado a un fibrado vectorial. Sea E un espacio fibrado algebraico,
con fibra vectorial de dimension r, y de base una variedad algebraica V'; por definicién, la
fibra tipica E es el espacio vectorial K", y el grupo estructural es el grupo lineal GL(r, K)
operando sobre K" del modo usual (para la definicién de espacio fibrado algebraico, ver
[17]; ver también [15], n%4 para los espacios fibrados analiticos en fibras vectoriales).

Si U es un abierto de V, sea S(F)y conjunto de secciones de E regulares sobre U; si
V' D U, se tiene un morfismo de restriccién ¢}; : S(E)y — S(E)y; dando un haz S(E)
llamado el haz de gérmenes de secciones de E. Dado que E es un fibrado vectorial, cada
S(E)y es un I'(U, Oy )-médulo, y se sigue que S(E) es un haz algebraico sobre V. Si se
identifica localmente £ con V' x K", se ve que:

PROPOSICION 46. El haz S(E) es localmente isomorfo a OF,; en particular, es un haz
algebraico coherente.

Reciprocamente, es facil ver que todo haz algebraico F sobre V', localmente isomorfo
a O}, es isomorfo a un haz S(F), donde E estd determinado salvo isomorfismos (ver [15]
para el caso analitico).

Si V' es no singular, se puede tomar como £ el fibrado de p-covectores tangentes
a V (siendo p un entero > 0); sea QP el haz S(F) correspondiente; un elemento de
(P x € V, no es mas que una forma diferencial de grado p sobre V', regular en z. Si
se pone hP? = dimg HI(V,QP), se sabe que, en el caso clasico (y si V es proyectiva),
hP? es igual a la dimensién del espacio de formas arménicas de tipo (p,q) (teorema de
Dolbeaultﬂ), y, si B,, designa el n-ésimo niimero de Betti de V', entonces B,, = Zp vag=n PP,
En el caso general, se puede tomar la formula anterior como definicion de los nimeros
de Betti de una variedad proyectiva sin singularidades (veremos en n® [66| que los A7 son
finitos). Convendria estudiar sus propiedades, especialmente ver si coinciden con los que
intervienen en las conjeturas de Weil relativas a variedades sobre cuerpos finitod] Cabe
destacar aqui que verifican la “dualidad de Poincaré” B,, = B,,,_,, cuando V es irreducible
de dimensién m.

Los grupos de cohomologia HY(V,S(F)) intervienen también en otras cuestiones, es-
pecialmente en el teorema de Riemann-Roch, asi como en la clasificacion de fibrados
algebraicos de base V' con grupo estructural el grupo afin x — ax + b (ver [17], §4, donde
se trata el caso dimV = 1).

6p. Dolbeault. Sur la cohomologie des variétés analytiques complexes. C. R. Paris, 236, 1953, p.
175-177.
"Bulletin Amer. Math. Soc., 55, 1949, p- 507.
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§3. Haces algebraicos coherentes sobre variedades afines

42. Variedades afines. Una variedad algebraica V' se dice que es afin si es isomorfa
a una subvariedad cerrada de un espacio afin. El producto de dos variedades afines es una
variedad afin; toda subvariedad cerrada de una variedad afin es una variedad afin.

Un abierto U de una variedad algebraica X se dice que es afin si, dotado de la estruc-
tura de variedad algebraica inducida por la de X, es una variedad afin.

PROPOSICION 47. Sean U y V abiertos de una variedad algebraica X. Si U y V son
afines, U NV también es afin.

Sea A la diagonal de X x X; segin n°[35 la aplicacién  — (z,z) es un isomorfismo
birregular de X en A; luego la restriccion de esta aplicacion a U NV es un isomorfismo
birregular de UNV en ANU x V. Como U y V son variedades afines, U x V también
es una variedad afin; por otro lado, A es cerrada en X x X por el axioma (VAj;), luego
ANU xV es cerrado en U x V, lo que implica que es una variedad afin.

(Es facil ver que esta Proposicién no es vélida para variedades prealgebraicas: el axioma
(VA/) es crucial).

Introducimos ahora una notacién que sera utilizada en el resto de la seccion: si V
es una variedad algebraica y f es una funcién regular sobre V, denotaremos por V; el
subconjunto abierto de V' formado por los puntos = € V' tales que f(x) # 0.

PROPOSICION 48. Si V' es una variedad algebraica afin y f es una funcion reqular
sobre V', entonces Vy es un abierto afin.

Sea W el subconjunto de V' x K formado por las parejas (z, A) tales que A - f(x) = 1;
estd claro que W es cerrado en V' x K, luego es una variedad afin. Para todo (z,\) € W,
pongamos m(x, A) = z; la aplicaciéon 7 es una aplicacién regular de W en V;. Recipro-
camente, para cada x € Vy, pongamos w(x) = (x,1/f(x)); la aplicaciéon w : Vy — W es
regular, y se tiene que row =1, wom = 1, luego V; y W son isomorfos.

PROPOSICION 49. Sean V' una subvariedad cerrada de K", F un cerrado de V y
U=V —F. Los abiertos Vp forman una base para la topologia de U cuando P recorre el
conjunto de polinomios nulos sobre F'.

Sea U' =V — F’ un abierto de U, y sea x € U’; veamos que existe P tal que Vp C U’
y x € P; con otras palabras, P es nulo sobre F’ y no nulo en z; la existencia de tal
polinomio resulta inmediatamente de la definiciéon de la topologia en K.

TEOREMA 5. Los abiertos afines de una variedad algebraica X forman una base de
abiertos para la topologia de X .

Como la cuestién es local, se puede suponer que X es una subvariedad localmente
cerrada de un espacio afin K”; en este caso, el teorema resulta inmediatamente de las
Proposiciones 48 y 49.

COROLARIO. Los recubrimientos de X formados por abiertos afines son arbitraria-
mente finos.



HACES ALGEBRAICOS COHERENTES SOBRE VARIEDADES AFINES 43

Noétese que, si 84 = {U; }ies es un tal recubrimiento, los Usi...i, son todos abiertos afines,
por la proposicién 47.

43. Propiedades basicas de las variedades irreducibles. Sea V' una subvarie-
dad cerrada de K", y sea I(V) el ideal de K[X3, ..., X,] formado por los polinomios nulos
sobre V; sea A el anillo cociente K[Xq,...,X,]/I(V); se tiene un morfismo candnico

L A—=T(V,0y)
que es inyectivo por la propia definicién de I(V).

PROPOSICION 50. Si V' es irreducible, v : A — T'(V,Oy) es biyectivo.

(De hecho, esto vale para toda subvariedad cerrada de K", como demostraremos en el
n® siguiente).

Sea K(V') el cuerpo de fracciones de A; segiin n® , podemos identificar O, con
la localizacion de A en el ideal m, formado por los polinomios nulos en z, y se tiene
que I'(V, Oy) = ,ey Oxv (considerando los O, como subanillos de K(V')). Como K
es algebraicamente cerrado, todo ideal maximal de A es igual a algin m, (teorema de
los ceros de Hilbert); luego resulta inmediatamente (ver [8], Cap. XV, §5, th. X) que
A= mxev Ox,V = F(V7 OV)

PROPOSICION 51. Sean X una variedad algebraica irreducible, Q una funcién reqular
sobre X, y P una funcion reqular sobre Xq. Entonces, para todo n lo bastante grande, la
funcion racional Q" P es reqular en todo X.

Por la compacidad de X, la cuestion es local; segiin el Teorema 5, se puede suponer
que X es una subvariedad cerrada de K". La Proposicién anterior muestra entonces que
@ es un elemento de A = K[X;,...,X,]/I(X). Por hipétesis sobre P, para cada x € X,
se puede escribir P = P,/Q,, con P, y Q, en A,y Q.(x) # 0; si a designa el ideal de
A generado por los @),., la variedad de los ceros de a estd contenida en la variedad de los
ceros de (Q; en virtud del teorema de los ceros de Hilbert, se deduce que Q™ € a para n
suficientemente grande, luego Q" = > R, - Q, vy Q"P = > R, - P, con R, € A, lo que
prueba que Q" P es regular en X.

(También podriamos haber utilizado que X es afin cuando X lo es y haberle aplicado
la Proposicién 50 a Xg).

PROPOSICION 52. Sean X una variedad algebraica irreducible, Q una funcién reqular
en X, F un haz algebraico coherente sobre X y s una seccion de F sobre X cuya restriccion

a X¢ sea nula. Entonces, para n suficientemente grande, la seccion Q"s es nula sobre todo
X.

Como la cuestion es local, podemos suponer:
(a) que X es una subvariedad cerrada de K,
(b) que F es isomorfo al contcleo de un morfismo ¢ : O% — O%,

(c) que s es imagen de una seccién o de O%.
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(En efecto, todas estas condiciones se verifican localmente).

Pongamos A = I'(X,0x) = K[Xy,...,X,]/I(X). La seccién o se puede identificar
con un sistema de ¢ elementos de A. Sean, por otro lado,

ty = (1,0,...,0),....t, = (0,...,0,1);

los t;,1 < i < p, son secciones de O% a lo largo de X, luego se pueden identificar
con sistemas de ¢ elementos de A. La hipotesis hecha sobre s significa que, para todo
r € Xg, se tiene que o(x) € p(Of x), es decir que o se puede escribir de la forma

o= sz fi - ti, con f; € O, x; quitando denominadores, existe @, € A, Q.(z) # 0,
tal que Q-0 = > " R; - t;, con R; € A. El razonamiento hecho més arriba muestra

que, para todo n lo bastante grande, Q™ pertenece al ideal generado por los @), luego
Q"o(r) € p(O; x) para todo x € X, lo que implica que Qs es nula sobre todo X.

44. Nulidad de ciertos grupos de cohomologia.

PROPOSICION 53. Sean X wuna variedad afin irreducible, Q; una familia finita de
funciones requlares sobre X sin ceros comunes y 34 el recubrimiento abierto de X formado
por los Xg, = U;. Si F es un subhaz algebraico coherente de O%, se tiene H1(4, F) = 0
para todo q > 0.

Reemplazando 4 por un recubrimiento equivalente, se puede suponer que alguna de
las ; no es idénticamente nula, es decir que U; # () para todo 1.

Sea f = (fiy..i,) un g-cociclo de i con valores en F. Cada f;, i, es una secciéon de
F sobre Uy, ;,, luego se puede identificar con un sistema de p funciones regulares sobre
Usi...ip;s aplicando la Proposicion 51 a @ = @, ... Q;,, se ve que, para todo n lo bastante
grande, g;,..i, = (Qiy - - - Qi,)" fio...i, € un sistema de p funciones regulares sobre X entero,
es decir que es una seccion de OP sobre todo X. Escojamos un entero n tal que esto sea
vélido para todos los sistemas i, . . ., 74, lo cual es posible porque hay un nimero finito de
ellos. Consideremos la imagen de g;,.,;, en el haz coherente O% / F; es una seccién nula
sobre Uy, 4,; aplicando entonces la Proposicién 52, se ve que, para todo m lo bastante
grande, el producto de esta seccion por (Q;, - .. Q;,)™ es nulo sobre todo X, lo que significa
que (Qi - - - Qi,)" Gio...i, €5 una seccién de F nula sobre X. Poniendo N = m + n, se ve
entonces que se tienen construidas secciones hy,. ;, de F sobre X, que coinciden con

(Qig - - Qi)™ fio...iy sObTE Uiy i .

Como las QY no se anulan simultdneamente, existen funciones

R, € F(X, Ox>
tales que > R; - QY = 1. Pongamos entonces, para todo sistema i, . . ., i4_1:

k/‘io...iqfl = Z R’L ° hiio...’iqfl/(Qio .. Q’L‘q71)N7

expresion que tiene sentido, porque Q;, ... Q;, _, es distinto de 0 sobre Uy, ;,_,-
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Se define entonces una cocadena k € C? (4, F). Veamos que f = dk, lo que probard
la Proposicion.

Tenemos que verificar que (dk);,. . = fio..i,; bastard con ver que dichas secciones
coinciden sobre U = [U;, ya que entonces coinciden en todo punto, puesto que son
sistemas de p funciones racionales sobre X y U # (). Ahora bien, sobre U podemos
escribir

_ § N
kio...’iq_1 - Rl ' Q'L : fiio...iq_17
7

de ahi que

i=q
(dk‘)z‘o...z‘q = (—1) Z R; - in ‘ fuoz iq)
=0 i

oo
J

y, teniendo encuenta que f es un cociclo,

(dk)ig.iq = Y Ri- QY - fip.iy.
COROLARIO. HY(X,F) =0 para q > 0.

En efecto, la Proposicién 49 muestra que los recubrimientos del tipo utilizado en la
Proposicién 53 son arbitrariamente finos.

COROLARIO. El morfismo I'(X,0%) — I'(X, 0%/ F) es epiyectivo.

Es consecuencia del corolario anterior y del segundo corolario a la Proposicion 25 en

n® 241

COROLARIO. Sea V' una subvariedad cerrada de K", y sea

A=K[Xy,...,X,]/I(V).
El morfismo v : A — I'(V,Oy) es biyectivo.

Se aplica el corolario anterior con X = K", p =1, F = Z(V), haz de ideales definido
por V; se obtiene que todo elemento de I'(V, Oy) es restriccién de una seccién de O sobre
X, es decir de un polinomio, por la Proposiciéon 50 aplicada a X.

45. Secciones de un haz algebraico coherente sobre una variedad afin.

TEOREMA 6. Sea F un haz algebraico coherente sobre una variedad afin X . Para cada
z € X, el O, x-mddulo F, estd generado por los elementos de I'(X, F).

Como X es afin, se puede sumergir en un espacio afin K”; prolongando el haz F por
0 fuera de X, se obtiene un haz algebraico coherente sobre K" (ver n°[39)), y bastara con
probar el teorema para este nuevo haz. Es decir, podemos suponer que X = K".
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Por la definiciéon de haces coherentes, existe un recubrimiento de X formado por
abiertos sobre los cuales F es isomorfo a un cociente de un haz OP. Usando la Proposicion
49, se ve que existe un numero finito de polinomios (); sin ceros comunes tales que existe
sobre cada U; = X, un morfismo epiyectivo ¢ : OP — F; por otro lado podemos suponer
que alguno de los polinomios no es idénticamente nulo. El punto = pertenece a alguno de
los Uj;, sea Up; esta claro que F, esta generado por las secciones de F sobre Uy; como Qg
es invertible sobre O,, bastara con probar el siguiente lema:

LEMA 8. Si sy es una seccion de F a lo largo de Uy, existe un entero N y una seccion
s de F sobre X tales que s = QY - sy sobre U.

Por la Proposicion 48, U; N Uy es una variedad afin, evidentemente irreducible; aplican-
do el segundo Corolario de la Proposicién 53 a esta variedad y a ¢; : OPi — F| se ve que
existe una seccién og; de OP sobre U; NUj tal que ¢;(0¢;) = s sobre U; NUy; como U; N Uy
es el lugar de los puntos de U; donde )y no se anula, se puede aplicar la Proposicién 51 a
X =U;,Q = Qo vy se ve entonces que existe, para n lo bastante grande, una seccién o; de
OPi sobre U; que coincide con Qf - og; sobre U; N Up; poniendo s; = ¢;(0;), se obtiene una
seccién de F sobre U; que coincide con Qf - so sobre U;NUy. Las secciones s, y s; coinciden
sobre U; N U; N Up; al aplicar la Proposicién 52 a s} — s se ve que, para m lo bastante
grande, se tiene Q' - (s; — sj) = 0 sobre U; N Uj entero. Las Q' - s; definen entonces una
tinica seccién s de F sobre X, y se tiene s = Qg1 - s sobre Uy, lo que demuestra el lema
y completa la demostracion del Teorema 6.

COROLARIO. El haz F es isomorfo a un haz cociente de un haz O%.

Dado que F, es un O, x-médulo finitamente generado, resulta del teorema anterior
que existe un numero finito de secciones de F que generan JF,; por la Proposicién 9 de
n° , dichas secciones también generan F, para y lo bastante cerca de x. Como X es
compacto, se concluye con que existe un nimero finito de secciones sy, ..., s, de F que
generan J, para todo x € X, lo que significa que F es isomorfo a un haz cociente del haz

O,

COROLARIO. Sea A % B 2 C una sucesion ezacta de haces algebraicos coherentes
sobre una variedad afin X . Entonces la sucesion T'(X, A) = I'(X, B) LN ['(X,C) es exacta.

Se puede suponer, como en la demostracién del Teorema 6, que X es el espacio afin
K", luego es irreducible. Pongamos Z = Im(«) = ker(/3); todo se reduce a ver que « :
I'(X,A) — I'(X.Z) es epiyectivo. Ahora bien, por el primer Corolario al Teorema 6,
se puede encontrar un morfismo epiyectivo ¢ : O% — A, y, por el segundo Corolario
a la Proposicién 53, a o ¢ : ['(X,0%) — T'(X,Z) es epiyectivo; con més razén lo serd
a:I'(X,A) - I'(X,Z), como queriamos demostrar.

46. Grupos de cohomologia de una variedad afin con coeficientes en un
haz algebraico coherente. Vamos a generalizar la Proposicion 53:

TEOREMA 7. Sean X una variedad afin, QQ; una familia finita de funciones requlares
sobre X sin ceros comunes, y 3 el recubrimiento abierto de X formado por los Xq, = U;.
Si F es un haz algebraico coherente sobre X, se tiene HI(4, F) = 0 para todo q > 0.
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Supongamos primero que X es irreducible. Segtin el primer Corolario al Teorema 6,
se puede encontrar una sucesion exacta

0—>R—>0%—>F—0.

La sucesién de complejos: 0 — C(U, R) — C(U, O%) — C(X,F) — 0 es ezxacta; en
efecto, se reduce a ver que toda secciéon de F sobre un Uy, ;, es imagen de una seccién
de O% sobre Uy, i,, 1o que resulta del segundo Corolario a la Proposiciéon 53, aplicado a
la variedad irreducible Uj,. ;.. Esta sucesién exacta de complejos da lugar a una sucesion
exacta de cohomologia:

coe— HIU,O%) — HUUF) — HPH U R) — ...,

y como HI(4 O%) = HT (U, R) = 0 por la Proposicién 53, se concluye con que
HI(, F) =0.

Pasemos ahora al caso general. Se puede sumergir X como subvariedad cerrada de
un espacio afin K"; por el tercer Corolario a la Proposicién 53, las funciones @); estan
inducidas por polinomios Fj; sea por otro lado R; un sistema finito de generadores del
ideal I(X). Las funciones P;, R; no se anulan simultdneamente en K", luego definen un
recubrimiento abierto Y’ de K”; sea F' el haz obtenido prolongando F por 0 fuera de X;
al aplicar lo que acabamos de demostrar al espacio irreducible K", las funciones P;, R; y
el haz F', se ve que HY(W, F') = 0 para ¢ > 0. Como se verifica inmediatamente que el
complejo C'(U', F') es isomorfo al complejo C'(44, F), se sigue entonces que H?(U, F) = 0.

COROLARIO. St X es una variedad afin y F es un haz algebraico coherente sobre X,
se tiene H1(X, F) = 0 para todo q > 0.

En efecto, los recubrimientos del tipo utilizado en el teorema anterior son arbitraria-
mente finos.

COROLARIO. Sea 0 — A — B — C — 0 una sucesion exacta de haces sobre una
variedad afin X. Si el haz A es algebraico coherente, el morfismo I'(X,B) — I'(X,C) es
epiyectivo.

Resulta del Corolario anterior, poniendo ¢ = 1.

47. Recubrimientos por abiertos afines de variedades algebraicas.

PROPOSICION 54. Sea X wuna variedad afin, y sea 8 = {U;}ier un recubrimiento

finito de X por abiertos afines. Si F es un haz algebraico coherente sobre X, se tiene
HI(44, F) = 0 para todo q > 0.

Por la Proposicién 49, existen funciones regulares P; sobre X tales que el recubrimiento
U = {Xp,} es més fino que L. Para todo (io,...,i,), el recubrimiento ;. ;, inducido por
¥ sobre Uj,. ;, estd definido por las restricciones de los P; a Uy, ;,; como Uy, ;, es una
variedad afin segin la Proposicion 47, se puede aplicar el Teorema 7, y se concluye que

HY(G;,.;,, F) = 0 para todo ¢ > 0. Al aplicar ahora la Proposicién 32 de n° , se ve que
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HY F) = H(0, F),
y como HY(U, F) = 0 para g > 0 por el Teorema 7, la Proposicién queda demostrada.

TEOREMA 8. Sean X wuna variedad algebraica, F un haz algebraico coherente sobre
X y W = {U;}ier un recubrimiento finito de X por abiertos afines. El morfismo o() :
H™(U, F) — H"(X,F) es biyectivo para todo n > 0.

Consideremos la familia 0% de recubrimientos finitos de X por abiertos afines. Segtin
el corolario al Teorema 5, estos recubrimientos son arbitrariamente finos. Por otro lado,
para todo sistema (i, ...,%,), el recubrimiento U7 i, inducido por 0% sobre Uy, es
un recubrimiento por abiertos afines, segin la Proposiciéon 47; por la Proposicion 54, se
tiene que H(U;,. ;,,F) = 0 para ¢ > 0. Se verifican entonces las condiciones (a) y (b)

del Teorema 4, n®[29] lo que concluye la demostracién.

TEOREMA 9. Sean X una variedad algebraica y 4 = {U;}ier un recubrimiento finito
de X por abiertos afines. Sea 0 = A — B — C — 0 una sucesion exacta de haces sobre
X, siendo el haz A algebraico coherente. El morfismo candnico Hj(4,C) — HY(U,C) (ver
n? es biyectivo para todo q > 0.

Evidentemente basta con ver que Cy(,C) = C(U,C), es decir que toda seccion de
C sobre Uy, ;, es imagen de una secciéon de B sobre U; lo que resulta del segundo
Corolario al Teorema 7.

0---Ig)

COROLARIO. Sea X una variedad algebraica, y sea 0 — A — B — C — 0 una
sucesion exacta de haces sobre X, siendo el haz A algebraico coherente. El morfismo
candnico HJ(X,C) — HY(X,C) es biyectivo para todo q > 0.

Es una consecuencia inmediata de los Teoremas 5 y 9.

COROLARIO. Se tiene una sucesion exacta:
o= HY(X,B) = HY(X,C) —» H" (X, A) - H™(X,B) — ...

§4. Correspondencia entre moédulos finitamente generados y haces
algebraicos coherentes

48. Haz asociado a un mdédulo Sean V una variedad afin, O el haz de anillos
locales de V'; llamaremos anillo de coordenadas de V' al anillo A = T'(V, O), es una algebra
sobre K que no tiene mas nilpotentes que 0. Si V' esta sumergida como subvariedad cerrada
de un espacio afin K", se sabe (ver n° que A se identifica con el algebra cociente de
K[Xy,...,X,] por el ideal de los polinomios nulos sobre V; se sigue que el dlgebra A esté
generada por un numero finito de elementos.

Reciprocamente, se ve sin dificultad que, si A es una K-dlgebra conmutativa sin ele-
mentos nilpotentes (méas que 0) y generada por un nimero finito de elementos, existe
una variedad afin V' tal que A es isomorfa a I'(V, O); ademds V' estd determinada salvo
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isomorfismos por esta propiedad (se puede identificar V' con el conjunto de Caracteresﬁ de
A, dotado de la topologia usual).

Sea M un A-moédulo; M define sobre V' un haz constante, que denotaremos también
por M; igualmente A define un haz constante, y el haz M puede ser considerado como un
haz de A-moédulos. Pongamos A(M) = O ®4 M, considerando también al haz O como
un haz de A-médulos; esté claro que A(M) es un haz algebraico sobre V. Ademas, si
@ M — M’ es un A-morfismo, se tiene un morfismo A(p) = 1® ¢ : A(M) — M'; en
otras palabras, A(M) es un funtor contravariante del médulo M.

PROPOSICION 55. El funtor A(M) es exacto.

Sea M — M’ — M"” una sucesién exacta de A-moédulos. Tenemos que ver que la
sucesion A(M) — A(M') — A(M") es exacta, es decir, que para todo x € V, la sucesion:

O, 4 M = 0,04 M — O, 4 M”
es exacta.

Ahora bien, O, no es otra cosa que la localizacién Ag de A, siendo S el conjunto de
f € A tales que f(z) # 0 (para la definicién de localizacién o anillo de fracciones, ver [§],
[12] o [13]). La Proposicién 55 es entonces un caso particular del siguiente resultado:

LEMA 9. Sean A un anillo, S un sistema multiplicativo de A que no contenga al 0 y
Ag la localizacion de A por S. Si M — M' — M" es una sucesion exacta de A-mddulos,
la sucesion Ag @4 M — Ag @4 M' — Ag @4 M”

Designemos por Mg el conjunto de fracciones m/s, con m € M, s € S, identificando
dos fracciones m/s y m’/s’ cuando exista s” € S tal que s”(s'-m —s-m’) = 0; se ve
facilmente que Mg es un Ag-moédulo, y que la aplicacion

a/s@m —a-m/s

es un isomorfismo de Ag ® 4 M sobre Mg, lo que nos reduce a probar que la sucesion

Mg — M§ — M¢
es exacta, lo cual es inmediato.
PROPOSICION 56. A(M) = 0 implica que M = 0.
Sea m un elemento de M; si A(M) = 0, se tiene que 1®@m = 0 en O, ®4 M para todo
x € V. Segun lo que precede, 1 ® m = 0 equivale a la existencia de un elemento s € A,

s(x) # 0, tal que s-m = 0; el anulador de m en M no estd entonces contenido en ningin
ideal maximal de A, lo que implica que es igual a A, dando que m = 0.

PROPOSICION 57. Si M es un A-mddulo de tipo finito, A(M) es un haz algebraico
coherente sobre V.

8N. del T.: Los caracteres de una K-algebra A son los morfismos de A en K, o puntos racionales de

A.
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Como M es de tipo finito y A es noetheriano, M es isomorfo al conicleo de un
morfismo ¢ : A7 — APy A(M) es isomorfo al conticleo de A(yp) : A(A?) — A(AP). Como
A(AP) = OP y A(AY) = O1, resulta entonces que A(M) es coherente.

49. Moébdulo asociado a un haz algebraico. Sea F un haz algebraico sobre V,
y sea I'(F) = I'(V, F); como F es un haz de O-mddulos, I'(F) estd dotado de una
estructura natural de A-médulo. Todo morfismo algebraico ¢ : F — G define un A-
morfismo I'(¢) : I'(F) — I'(G). Si se tiene una sucesién exacta de haces coherentes
F — G — H, la sucesion

N(F)—=>T(G) = T(H)

es exacta (ver n® ; al aplicar esto a una sucesion exacta O — F — 0, se ve que
['(F) es un A-mddulo de finito generado.

Los funtores A(M) y I'(F) son “inversos” el uno del otro:

TEOREMA 10. (a) Si M es un A-mddulo de tipo finito, T'(A(M)) es candnicamente
1somorfo a M.

(b) Si F es un haz algebraico coherente sobre V., A(T'(F)) es candnicamente isomorfo

a F.

Primero demostremos (a). Todo elemento m € M define una seccién a(m) de A(M)
por la férmula: a(m)(z) = 1@m € O, ®4 M; lo que da un morfismo o : M — I'(A(M)).
Cuando M es un médulo libre finitamente generado, « es biyectivo (basta verlo cuando
M = A, donde es evidente); si M es un médulo finitamente generado cualquiera, existe
una sucesién exacta L' — L° — M — 0, donde LY y L' son libres finitamente generados;
la sucesiéon A(L') — A(LY) — A(M) — 0 es exacta, luego también lo es la sucesién
L(A(LY)) — T(A(L?) = T(A(M)) — 0. El diagrama conmutativo:

Lt y L0 M > 0
[ S
0

P(A(LY)) —— T(A(LY)) —— T(AM)) —

muestra entonces que « : M — I'(A(M)) es biyectivo, lo que demuestra (a).

Sea ahora F un haz algebraico coherente sobre V. Si se asocia a todo s € I'(F) el
elemento s(z) € F,, se obtiene un A-morfismo: I'(F) — F, que se prolonga a un O,-
morfismo (. : O, ®4 I'(F) — F,; se verifica facilmente que los 3, forman un morfismo
de haces g : A(I'(F)) — F. Cuando F = OP, el morfismo § es biyectivo; como resultado,
por el mismo razonamiento de antes, [ es biyectivo para todo haz algebraico coherente
F, lo que demuestra (b).

OBSERVACIONES. (1) Se puede igualmente deducir (b) de (a); ver n°[65, demostracién
de la Proposicién 78. (2) Veremos en el Capitulo III cémo modificar la correspondencia
precedente para estudiar los haces coherentes sobre el espacio proyectivo.
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50. Modulos proyectivos y fibrados vectoriales. Recordamos ([6], Cap. I, th.
2.2) que un A-médulo M se dice que es proyectivo si es sumando directo de un A-médulo

libre.

PROPOSICION 58. Sea M un A-mddulo finitamente generado. Para que M sea pro-
yectivo, es necesario y suficiente que el Oy-modulo O, ® 4 M sea libre para cada x € V.

Si M es proyectivo, O, ® 4 M es O, -proyectivo, luego O,-libre porque O, es un anillo
local (ver [6], Cap. VIII, th. 6.17).

Reciprocamente, si todos los O, ® 4 M son libres, se tiene (ver [6], Cap. VII, Ejer. 11)

dim(M) = supdim(OQ, ®4 M) =0

zeV
lo que implica que M es proyectivo ([6], Cap. VI, §2).

Observamos que, si F es un haz algebraico coherente sobre V' y F, es isomorfo a OF,
F es isomorfo a OP sobre un entorno de x; si esta propiedad se verifica en todo punto
x €V, el haz F es entonces localmente isomorfo a un haz OP, con el entero p constante
sobre toda componente conexa de V. Aplicando esto al haz A(M), se obtiene:

COROLARIO. Sea F un haz algebraico coherente sobre una variedad afin conexa V.
Las tres propiedades siguientes son equivalentes:

(i) I'(F) es un A-mddulo proyectivo.
(ii) F es localmente isomorfo a un haz OP.
(iii) F es isomorfo al haz de gérmenes de secciones de un fibrado vectorial algebraico
con base V.

Asimismo, la aplicacién E — I'(S(£)) (donde E designa un espacio fibrado con fibra
vectorial) pone en correspondencia biunivoca las clases de espacios fibrados y las clases de
A-médulos proyectivos finitamente generados; un fibrado trivial corresponde a un médulo
libre, y reciprocamente.

Senalamos que, cuando V' = K" (en cuyo caso A = K[X7, ..., X,]), se ignora si existen
A-médulos proyectivos finitamente generados que no sean libres, o, equivalentemente, si
existen fibrados vectoriales de base K" no triviales.
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§1. Variedades proyectivas

51. Notaciones. (Las notaciones introducidas a continuacién seran utilizadas sin
referencia durante el resto del capitulo).

Sea r un entero > 0y sea Y = K" —{0}; el grupo multiplicativo K* de los elementos
# 0 de K opera sobre Y por la férmula:

)\(/“LCI? s 7:U’7‘) = (A:u07 s 7/\:u7‘)'

Dos puntos y e 3/ se dird que son equivalentes cuando exista A € K* tal que ¢y’ = A\y; el
espacio cociente de Y por esta relaciéon de equivalencia se denotard P,.(K), o simplemente
X; es el espacio proyectivo de dimension r sobre K; la proyeccion candnica de Y sobre X
sera denotada 7.

Sea I = {0,1,...r}; para todo i € I, designaremos por ¢; la funcién coordenada
i-ésima de K"*!, definida por la férmula:

ti(:u07 SR 7/1’7“) = K-

Designaremos por V; el subconjunto abierto de K"*! formado por los puntos donde
t; es # 0, y por U; la imagen de V; por 7; los {U; }ie; forman un recubrimiento 4 de X.
Siielyjel, lafuncién t;/t; es regular en V;, e invariante por K*, luego define una
funcién sobre U; que denotaremos también t;/t;; para i fijo, las funciones t;/t;, j # 1,
definen una biyeccién ¢; : U; — K'.

Dotaremos a K"t! de su estructura de variedad algebraica, y a Y de la estructura
inducida. Igualmente dotaremos a X de la topologia cociente de la de Y: un subconjunto
cerrado de X es entonces la imagen por 7 de un cono cerrado de K™™', Si U es abierto
en X, pondremos Ay = T'(7 1 (U), Oy); es el anillo de funciones regulares sobre 7=1(U).
Sea A, el subanillo de Ay formado por los elementos invariantes por K* (es decir, las
funciones homogéneas de grado 0). Cuando V' D U, se tiene un morfismo de restriccién
ot AY — AY |y el sistema de los (A%, py;) define un haz Ox que se puede considerar
como un subhaz del haz F(X) de gérmenes de funciones en X. Para que una funcién
f, definida en un entorno de z, pertenezca a O, x, es necesario y suficiente que coincida
localmente con una funcién de la forma P/@Q, donde P y ) son polinomios homogéneos
del mismo grado en tg,...,t,., con Q(y) # 0 para y € 7 *(z) (lo que expresaremos mas
brevemente poniendo Q(z) # 0).

PROPOSICION 59. El espacio proyectivo X = P.(K), dotado de la topologia y el haz
precedentes, es una variedad algebraica.

Los U;, i € I, son abiertos de X, y se verifica facilmente que las biyecciones v; :
U; — K" definidas antes son isomorfismos birregulares, lo que demuestra que se cumple el
axioma (VAj). Para demostrar que también se cumple (VA[;), falta ver que el subconjunto

53
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de K" x K" formado por las parejas (¢;(x),v;(x)), donde x € U; N Uj, es cerrado, lo que
no presenta dificultades.

En lo que sigue, X estara siempre dotado de la estructura de variedad algebraica que
acabamos de definir; el haz Ox serd denotado simplemente O. Una variedad algebraica V
se dird que es proyectiva si es isomorfa a una subvariedad cerrada de un espacio proyectivo.
El estudio de los haces algebraicos coherentes sobre las variedades proyectivas puede
reducirse al estudio de los haces algebraicos coherentes sobre los P,.(K), ver n®

52. Cohomologia de subvariedades del espacio proyectivo. Aplicamos el Teo-
rema 8 de n° al recubrimiento 4 = {U, };c; definido en el n® anterior: se puede hacer
porque cada U; es isomorfo a K". Se obtiene asi:

PROPOSICION 60. Si F es un haz algebraico coherente sobre X = P,.(K), el morfismo
o) : H"(U, F) — H"(X,F) es biyectivo para todo n > 0.

Como 4 estéd formado por r+ 1 abiertos, se tiene (ver n®[20], corolario a la Proposicién
21):

PROPOSICION 61. H*(X, F) =0 paran > r.

El dltimo resultado se puede generalizar de la siguiente manera:

PROPOSICION 62. Sea V' una variedad algebraica, isomorfa a una subvariedad local-
mente cerrada de un espacio proyectivo X . Sea F un haz algebraico coherente sobre V', y
sea W una subvariedad de V' tal que F es nulo fuera de W. Se tiene entonces H™(V,F) =0
para n > dim W,

En particular, poniendo W =V se ve que se tiene:

COROLARIO. H"(V,F) =0 paran > dim V.

Identifiquemos V' con una subvariedad localmente cerrada de X = P,.(K); existe un
abierto U de X tal que V es cerrado en U. Supondremos que W es cerrado en V, lo que
es evidentemente licito; entonces W es cerrada en U. Pongamos F' = X — U. Antes de
demostrar la Proposicion 62, establezcamos dos lemas:

LEMA 10. Sea k = dim W ; existen k+1 polinomios homogéneos P;(to, . . .t,), de grados
> 0, nulos sobre F', y que no se anulan simultaneamente sobre W .

(Abusando del lenguaje, se dice que un polinomio homogéneo P se anula en un punto
r de P,(K) si se anula sobre 7 !(z)).

Razonamos por recurrencia sobre k, siendo trivial el caso k = —1. Escogemos un punto
en cada componente irreducible de W, y sea P, un polinomio homogéneo nulo sobre F,
de grado > 0, y que no se anula en alguno de estos puntos (la existencia de P; resulta
de que F' es cerrado, habida cuenta de la definicién de la topologia de P,.(K)). Sea W’
la subvariedad de W formada por los puntos = € W tales que Pi(z) = 0; viendo la
construccién de Py, alguna componente irreducible de W no esta contenida en W', y se
sigue (ver n°|36) que dim W’ < k. Aplicando la hipétesis de recurrencia a W', se ve que
existen k polinomios homogéneos P, ..., Py 1, nulos sobre F, y sin ceros comunes en W’;
estd claro que los polinomios Py, ..., P, verifican las condiciones deseadas.
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LEMA 11. Sea P(tg,...,t.) un polinomio homogéneo de grado n > 0. El conjunto Xp
de puntos x € X tales que P(x) # 0 es un abierto afin de X .

Si se hace corresponder a cada punto y = (i, ..., i) € Y el punto de un espacio K~
conveniente que tenga por coordenadas todos los monomios M{)”O"'” :'nr, mo+---+m, =n, se
obtiene, por paso al cociente, una aplicaciéon X — Py_;(K). Es un hecho clasico, ademés
tacil de verificar, que ¢,, es un isomorfismo birregular de X sobre una subvariedad cerrada
de Py_1(K) (“variedad de Veronese”); ahora bien ¢,, transforma el abierto Xp en el lugar
de los puntos de ¢, (X) fuera de cierto hiperplano de Py_;(K); como el complementario
de un hiperplano es isomorfo a un espacio afin, se concluye que Xp es en efecto isomorfo

a una subvariedad cerrada de un espacio afin.

Demostremos ahora la Proposicion 62. Prolongamos el haz F por 0 a U —V'; obtenemos
un haz algebraico coherente sobre U, que denotaremos también por F, y se sabe (ver n°
que H"(U, F) = H"(V,F). Sean por otro lado P, ..., P,y1 polinomios homogéneos
verificando las condiciones del Lema 10; sean Pyyo,..., P, polinomios homogéneos de
grados > 0, nulos sobre W U F', y que no se anulen simultaneamente en algiin punto de
U—W (para obtener tales polinomios, basta tomar un sistema de generadores homogéneos
del ideal definido por WU F en Klto,...,t,]). Para cadai, 1 <i < h, sea V; el conjunto de
puntos z € X tales que P;(z) # 0; se tiene que V; C U, y las hipdtesis hechas més arriba
muestran que U = {V;} es un recubrimiento abierto de U; ademds, el Lema 11 muestra
que los V; son abiertos afines, dando que H" (U, F) = H"(U, F) = H"(V,F) para todo
n > 0. Por otro lado, sin > k, y si los indices iy, . . ., i, son distintos, alguno de los indices
es >k+ 1,y V,, ., nocorta a W; se concluye con que el grupo de cocadenas alternadas
C'™ (8, F) es nulo si n > k, lo que implica entonces que H" (0, F) = 0, por la Proposicién
21 de n°

53. Cohomologia de curvas algebraicas irreducibles. Si V' es una variedad
algebraica irreducible de dimensién 1, los cerrados de V, distintos de V', son los sub-
conjuntos finitos. Si F' es un subconjunto finito de V', y  un punto de F', pondremos
VE=(V - F)u{z};los VI z € F, forman un recubrimiento abierto finito 0% de V.

LEMA 12. Los recubrimientos G del tipo anterior son arbitrariamente finos.

Sea 1 = {U,};er un recubrimiento abierto de V', que se puede suponer finito porque V'
es compacto. Se puede igualmente suponer U; # () para todo ¢ € I. Si se pone F; =V —U,
F; es entonces finito, y lo mismo ocurre con F' = |J,.; Fi. Veamos que U < 4, lo que
probard el lema. Sea x € F'; existe ¢ € I tal que x # F;, porque los complementarios Uj;

recubren V; se tiene entonces F'— {x} D Fj, porque F' D F;, lo que significa que V.I' D Uj,
y demuestra que U < $L.

LEMA 13. Sean F un haz sobre V' y F un subconjunto finito de V. Se tiene
H™(T", F) =0
para n > 2.

Pongamos W = V — F'; esta claro que Vxlg N---N VxF = W si los xg,...,x, son
distintos, y si n > 1. Si se pone G = I'(W, F), resulta que el complejo alternado C'(0, F)
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es isomorfo, en dimensiones > 1 a C'(S(F), G), siendo S(F') el simplice cuyo conjunto de
vértices es F. Se sigue que

H"(U,F)=H"(S(F),G) =0 paran > 2,

porque la cohomologia de un simplice es trivial.

Los Lemas 12 y 13 implican evidentemente:

PROPOSICION 63. Si V' es una curva algebraica irreducible y F es un haz cualquiera
sobre V', se tiene H™(V, F) =0 para n > 2.

OBSERVACION. Ignoro si un resultado anélogo al anterior es valido para las variedades
de dimensién cualquiera.

§2. Modulos graduados y haces algebraicos coherentes sobre el espacio
proyectivo

54. La operacién F(n). Sea F un haz algebraico sobre X = P.(K). Sea F; =
F(U;) la restriccién de F a U; (ver n®[51)); si n un entero cualquiera, sea 6;;(n) el isomor-
fismo de F;(U; NU;) sobre F;(U; NUj) definido por la multiplicacién por la funcién #7 /17
lo que tiene sentido, porque ¢;/t; es una funcién regular en U; N U; con valores en K*. Se
tiene 6;;(n) o 8;x(n) = O;(n) en todo punto de U; N U; N Uy; se puede entonces aplicar
la Proposicién 4 de n°® [4 y se obtiene as{ un haz algebraico, denotado F(n), definido
pegando los haces F; = F(U;) a través de los isomorfismos 6;;(n).

Se tienen isomorfismos canénicos: F(0) = F, F(n)(m) = F(n + m). Ademds, F(n)
es localmente isomorfo a F, luego es coherente si F lo es; resulta igualmente que toda

sucesién exacta F — F — F” de haces algebraicos da lugar a una sucesién exacta
F(n) = F'(n) = F"(n) para todo n € Z.

Se puede aplicar lo que precede al haz F = O, y se obtienen asi los haces O(n),
n € Z. Vamos a dar otra descripcién de estos haces: si U es abierto en X, sea Ap; el
subconjunto de Ay = I'(7~1(U), Oy) formado por las funciones homogéneas de grado n
(es decir, verificando la identidad f(Ay) = A" f(y) para A € K* e y € 7 }(U)); los A},
son AY-médulos, luego dan lugar a un haz algebraico, que denotaremos por O'(n). Un
elemento de O@’(n),, r € X, se puede identificar con una fraccién racional P/Q, siendo P
y @ polinomios homogéneos tales que Q(z) # 0y grP — gr@ = n.

PROPOSICION 64. Los haces O(n) y O'(n) son candnicamente isomorfos.

Por definicién, una seccién de O(n) sobre un abierto U C X es un sistema (f;) de
secciones de O sobre los U N U;, con f; = (t7/t) - f; sobre U NU; N Uy; las f; se pueden
identificar con funciones regulares y homogéneas de grado 0 sobre los 7= 1(U) N7 *(U;);
pongamos g; = t7'- f;; se tiene entonces g; = g; en todo punto de 7~ (U)N7~1(U;)N7~1(U;),
luego las g; son restricciones de una tinica funcién regular sobre 7—!(U), y homogénea de
grado n. Inversamente, una tal funcién g define un sistema (f;) al poner f; = g/t?. La
aplicacion (f;) — g es entonces un isomorfismo de O(n) en O'(n).



MODULOS GRADUADOS Y HACES ALGEBRAICOS 57

En lo que sigue, identificaremos casi siempre O(n) y O'(n) a través del isomorfismo
anterior. Se observara que una secciéon de O'(n) sobre X no es mas que una funcién regular
sobre X y homogénea de grado n. Suponiendo que r > 1, una tal funcion es idénticamente
nula para n < 0, y es un polinomio homogéneo de grado n para n > 0.

PROPOSICION 65. Para todo haz algebraico F, los haces F(n) y F @0 O(n) son candni-
camente isomorfos.

Como O(n) se obtiene pegando los O; a través de los 0;;(n), F @O(n) se obtiene a
partir de los F; ®O; pegados entre si por los isomorfismos 1®86;;(n); identificando F; ®O;
con F;, se recupera la definicién de F(n).

En lo que sigue, haremos igualmente la identificaciéon de F(n) y de F ®O(n).

55. Secciones de F(n). Demostremos primero un lema sobre variedades afines,
que es totalmente andlogo al Lema 8 del n°

LEMA 14. Sean V una variedad afin, Q) una funcion reqular sobre V' y Vi el conjunto
de puntos x € V tales que Q(x) # 0. Sea F un haz algebraico coherente sobre V', y sea s
una seccion de F a lo largo de V. Entonces, para todo n lo bastante grande, existe una
seccion s' de F sobre todo V' tal que s" = Q"s a lo largo de V.

Sumergiendo V' en un espacio afin y prolongando F por 0 fuera de V, se reduce al
caso en que V' es un espacio afin, luego irreducible. Segiin el primer Corolario al Teorema
6 del n° , existe un morfismo epiyectivo ¢ : OF — F; segin la Proposicién 48 del n®
Vo es un abierto afin, y existe entonces (n® , segundo Corolario a la Proposicién 53)
una seccién o de OF sobre Vg tal que p(0) = s. Se puede identificar o con un sistema de
p funciones regulares sobre Vi; aplicando a cada una de estas funciones la Proposicion 51
del n° , se ve que existe una seccién o’ de OF, sobre V tal que o/ = Q"0 sobre Vo, si n
es lo bastante grande. Al poner s’ = ¢(0’), se obtiene finalmente una seccién de F sobre
V tal que s’ = Qs sobre V.

TEOREMA 11. Sea F un haz algebraico coherente sobre X = P,.(K). Existe un entero
n(F) tal que, para todo n > n(F), y todo x € X, el O,-mddulo F(n), estd generado por
los elementos de T'(X, F(n)).

Por definicién de F(n), una seccién s de F(n) sobre X es un sistema (s;) de secciones
de F sobre los U;, verificando las condiciones de coherencia:

_ n /4n .
s; = (tj/t}') - s; sobre U;NUj;
diremos que s; es la i-ésima componente de s.

Por otro lado, como U; es isomorfo a K", existe un ntimero finito de secciones s de
F sobre U; que generan F, para todo x € U; (n®[45] primer Corolario al Teorema 6); si,
para cierto entero n, se pueden encontrar secciones s* de F(n) cuyas i-ésimas componentes
sean las s¢, es evidente que I'(X, F(n)) genera F(n), para todo x € U;. El Teorema 11
quedara demostrado cuando probemos el siguiente Lema:

LEMA 15. Sea s; una seccion de F a lo largo de U;. Para todo n lo bastante grande,
existe una seccion s de F(n) cuya componente i-ésima es igual a S;.
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Aplicamos el Lema 14 a la variedad afin V' = Uj, la funcién @) = t;/t; y la seccién
s; restringida a U; N U;; esto es licito, porque ¢;/t; es una funcién regular sobre U; cuyos
ceros estan en U; — U; N Uj;. Se concluye con que existe un entero p y una seccién s; de F
sobre U; tales que s} = (] /t%) - s; sobre U; N Uj; para j = i, esto implica que s; = s;, lo

que permite escribir la férmula precedente s = (t]/t}) - s;.

Definidas las s para cada indice j (con el mismo exponente p, consideramos s —
(t,/15) - 51.); es una seccién de F sobre U; N Uy, cuya restriccion a U; N U; N Uy, es nula;
aplicdndole la Proposicién 52 del n® [43] se ve que, para todo entero ¢ lo bastante grande,
se tiene (t]/t9)(s} — (t./t}) - 5;,) = 0 sobre U; N Uj; si se pone entonces s; = (t]/t]) - s} y
n = p+q, la formula anterior se escribe s; = (¢} /t}) - s3, y el sistema s = (s;) define una
seccién de F(n) cuya i-ésima componente es igual a s;.

COROLARIO. Todo haz algebraico coherente F sobre X = P.(K) es isomorfo a un haz
cociente de un haz O(n)P, para ciertos enteros n y p.

Segun el teorema anterior, existe un entero n tal que F(—n), estd generado por
['(X, F(—n)) para todo x € X; por la compacidad de X, esto equivale a decir que F(—n)
es isomorfo a un haz cociente del haz OP, para cierto entero p > 0. Resulta entonces que
F =2 F(—n)(n) es isomorfo a un haz cociente de O(n)? = OF(n).

56. Modulos graduados. Sea S = Klto,...,t,| el dlgebra de polinomios con
incégnitas to,...,t,.; para todo entero n > 0, sea S,, el subespacio vectorial de S for-
mado por los polinomios homogéneos de grado n; para n < 0, se pondra S, = 0. El
algebra S es suma directa de los S, n € Z, y se tiene 5,S; C Sp44; dicho de otra forma,
S es una dalgebra graduada.

Recordamos que un S-médulo se dice que es graduado cuando se tiene una descom-
posicién de M como suma directa: M = > _, M,, siendo los M,, subgrupos de M tales
que S,M, C M,.,, para toda pareja de enteros (p,q). Un elemento de M, se dice que es
homogéneo de grado n; un submodulo N de M se dice homogéneo si es la suma directa de
los NN M, en cuyo caso es un S-moédulo graduado. Si M y M’ son S-mdédulos graduados,
un S-morfismo

o: M — M
se dice que es homogéneo de grado s si p(M,) C M), paratodon € Z. Un S-morfismo
de grado 0 se llamard simplemente morfismo.

Si M es un S-médulo graduado y n es entero, denotaremos M (n) al S-médulo gra-
duado:

M(n) =Y _ M(n),, con M(n), = M,,.
pEZ
Se tiene entonces M(n) = M en tanto que S-médulo, pero un elemento homogéneo

de grado p en M(n) es homogéneo de grado n + p en M; dicho de otra forma, M (n) se
deduce de M bajando los grados n unidades.
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Denotaremos por C la clase de S-mdédulos graduados M tales que M, = 0 para n
lo bastante grande. Si A — B — C' es una sucesién exacta de morfismos de S-mddulos
graduados, las relaciones A € C y C' € C implican evidentemente que B € C; dicho de
otra forma, C es en efecto una clase, en el sentido de [14], Cap. I. De manera general,
utilizaremos la terminologia introducida en el articulo mencionado; en particular, un mor-
fismo ¢ : A — B se dird que es C-inyectivo (resp. C-epiyectivo) si ker(p) € C (resp. si
Coker(p) € C), y C-biyectivo si es a la vez C-inyectivo y C-epiyectivo.

Un S-médulo graduado M se dice que estd finitamente generado si estd generado por
un numero finito de elementos; diremos que M wverifica la condicion (TF) si existe un
entero p tal que el submodulo Zn>p M, de M sea de tipo finito; es lo mismo que decir
que M es C-isomorfo a un médulo finitamente generado. Los médulos que verifican (TF)
forman una clase contenida en C.

Un S-médulo graduado L se dice que es libre (resp. libre finitamente generado) si
admite una base (resp. una base finita) formada por elementos homogéneos, equivalen-
temente si es isomorfo a una suma directa (resp. una suma directa finita) de médulos

S(n;).

57. Haz algebraico asociado a un S-médulo graduado. Si U es un subcon-
junto no vacio de X, denotaremos S(U) el subconjunto de S = Kltg, . ..,t,] formado por
los polinomios homogéneos @ tales que Q(x) # 0 para todo z € U; S(U) es un sistema
multiplicativo de S que no contiene al 0. Para U = {z}, se escribird S(x) en vez de S({z}).

Sea M un S-médulo graduado. Designaremos por My el conjunto de fracciones m /@),
conm € M, Q € S(U), siendo m y ( homogéneos del mismo grado; se identifican dos
fracciones m/Q y m’/Q" cuando existe Q" € S(U) tal que

Q//(Q/'m_Q'm/) :O,

estd claro que esto define una relaciéon de equivalencia entre parejas (m, (). Para
U = z, se escribird M, en vez de My,;.

Al aplicar esto a M = S, se encuentra para Sy el anillo de fracciones racionales P/Q,
donde P y @ son polinomios homogéneos del mismo grado y @ € S(U); si M es un S-
modulo graduado cualquiera, se puede dotar a My de una estructura de Sy-modulo como
sigue:

m/Q+m'/Q = (Q'm+ Qm)/Q
(P/Q) - (m/Q) = Pm/QQ".

Si U C V, se tiene S(V) C S(U), dando morfismos canénicos

<p[‘§ s My — My;

el sistema (M, ¢};), donde U y V recorren los abiertos no vacfos de X, define entonces
un haz que denotaremos A(M); se verifica de inmediato que
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lim My = M,,

zeU

es decir que A(M), = M,. Se tiene en particular A(S) = O, y como los My son
Sy-médulos, A(M) es un haz de A(S)-mdédulos, es decir un haz algebraico sobre X. Todo
morfismo ¢ : M — M’ define de modo natural morfismos Sy-lineales ¢y @ My — M,
dando un morfismo de haces A(p) : A(M) — A(M'), que denotaremos casi siempre como
©. Se tiene evidentemente

Al +9) = Alp) + A(Y), A(l) =1, Alpoy) = Alp)o AY).

La operacién A(M ) es entonces un funtor aditivo covariante, definido sobre la categoria
de S-modulos graduados, y con valores en la categoria de haces algebraicos sobre X.

(Las definiciones de arriba son totalmente anélogas a las de la §4 del Cap. II; nétese
no obstante que Sy no es la localizacion de S en S(U), sino solamente su componente
homogénea de grado 0).

58. Propiedades basicas del funtor A(M).

PROPOSICION 66. El funtor A(M) es un funtor exacto.

Sea M % M’ 2 M” una sucesién exacta de S-médulos graduados, y veamos que la

sucesion M, = M., LN M también es exacta. Sea m’/Q) € M. un elemento del niicleo de
B; viendo la definicién de M, existe R € S(z) tal que RS(m’) = 0; pero entonces existe
m € M tal que a(m) = Rm/, y se tiene que a(m/RQ) = m’/Q. (Comparar con el Lema

9 del n® [48).

PROPOSICION 67. Si M es un S-mddulo graduado y n es entero, A(M(n)) es candni-
camente isomorfo a A(M)(n).

Seani € I, x € Uy m/Q € M(n),, conm € M(n),, Q € S(z), grQ = p. Pongamos:

Nia(m/Q) = m/t}Q € My,

lo cual es licito porque m € M,., v t'Q € S(z). Se ve inmediatamente que 7;, :
M (n), — M, es biyectivo para todo x € U;, y define un isomorfismo 7; de A(M(n)) en
A(M) sobre U;. Por otro lado, se tiene n; 077;1 = 0;;(n) sobre U; NU;. Viendo la definicién
de la operacién F(n) y la Proposicién 4 del n® [ queda demostrado que A(M(n)) es
isomorfo a A(M)(n).

COROLARIO. A(S(n)) es candnicamente isomorfo a O(n).

En efecto, ya se ha dicho que A(S) es isomorfo a O.

(Es sin embargo evidente directamente que A(S(n)) es isomorfo a O'(n), puesto que
O'(n), esta precisamente formado por las fracciones racionales P/Q, tales que grP—gr@ =

n,y @ € S(x)).
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PROPOSICION 68. Sea M un S-mddulo graduado verificando la condicion (TF). El
haz algebraico A(M) es entonces un haz coherente, y para que A(M) = 0 es necesario y
suficiente que M € C.

Si M € C, para todo m € M y todo x € X, existe @ € S(x) tal que Q@m = 0: basta
tomar @ de grado lo bastante grande; se tiene entonces M, = 0, dando que A(M) = 0. Sea
ahora M un S-médulo graduado verificando la condicién (TF); existe un submédulo N de
M, finitamente generado, tal que M /N € C; al aplicar lo anterior, asi como la Proposicién
66, se ve que A(N) — A(M) es biyectivo, y basta entonces probar que A(N) es coherente.
Como N es finitamente generado, existe una sucesién exacta L' — L — N — 0, donde
L° y L' son médulos libres finitamente generados. Por la Proposicién 66, la sucesién
A(LY) — A(L°) — A(N) — 0 es exacta. Pero, por el corolario a la Proposicién 67, A(L°)
v A(L') son isomorfos a sumas directas finitas de haces O(n;), luego son coherentes. Se
sigue entonces que A(N) es coherente.

Sea finalmente M un S-médulo graduado verificando (TF), y tal que A(M) = 0;
por lo de antes, se puede suponer que M es finitamente generado. Si m es un elemento
homogéneo de M, sea a,, el anulador de m, es decir el conjunto de polinomios () € S tales
que @ -m = 0; es claro que a,, es un ideal homogéneo. Ademas, la hipétesis M, = 0 para
todo x € X implica que la variedad de ceros de a,, en K™ es vacia o se reduce a {0}; el
teorema de los ceros de Hilbert muestra entonces que todo polinomio homogéneo de grado
lo bastante grande pertenece a a,,. Aplicando esto a un sistema finito de generadores de
M, se concluye que M, = 0 para p lo bastante grande, lo que concluye la demostracion.

Combinando las Proposiciones 66 y 68 se obtiene:

PROPOSICION 69. Sean M y M’ dos S-mddulos graduados verificando la condicion
(TF), y sea p : M — M’ un morfismo de M en M'. Para que

A(p) : AIM) — A(M")

sea inyectivo (resp. epiyectivo, biyectivo), es necesario y suficiente que el morfismo ¢
sea C-inyectivo (resp. C-epiyectivo, C-biyectivo).

59. S-modulo graduado asociado a un haz algebraico Sea J un haz algebraico
sobre X, y pongamos:

D(F)=> T(F)n, con I(F),=TI(X,F(n)).

neZ

El grupo I'(F) es un grupo graduado; vamos a dotarlo de una estructura de S-mdédulo.
Sea s € I'(X, F(q)) y sea P € S,; se puede identificar P con una seccién de O(p) (ver n°
B4)), luego P ® s es una seccién de O(p) ® F(q) = F(q)(p) = F(p + q) , utilizando los
isomorfismos del n° asi pues hemos definido una seccién de F(p+ q) que denotaremos
P - s en lugar de P ® s. La aplicacién (P,s) — P - s dota a I'(F) de una estructura de
S-modulo compatible con su graduacion.

Se puede también definir P - s a través de sus componentes sobre los U;: si las compo-
nentes de s son s; € I'(U;, F), con s; = (t]/t])-s; sobre U;NUj, se tiene (P-s); = (P/t])-s;,
lo que tiene sentido porque P/t! es una funcién regular sobre U;.
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Para poder comparar los funtores A(M) y I'(F) vamos a definir dos morfismos canéni-
COS:

a:M—>T(AM)) v p:AIF) = F.

DEFINICION DE «. Sea M un S-médulo graduado, y sea m € M, un elemento ho-
mogéneo de grado 0 de M. El elemento m/1 es un elemento bien definido de M, y varia
continuamente con x € X; luego m define una seccién o(M) de A(M). Si ahora m es ho-
mogéneo de grado n, m es homogéneo de grado 0 en M (n), luego define una seccién a(m)
de A(M(n)) = A(M)(n) (ver Proposicién 67). De ahi la definicién de a: M — I'(A(M))

y es inmediato que es un morfismo.

DEFINICION DE f3. Sea F un haz algebraico sobre X, y sea s/@Q un elemento de I'(F),,
con s € I'(X,F(n)), Q@ € S,, y Q(z) # 0. La funcién 1/Q) es homogénea de grado —n, y
regular en z, luego es una seccién de O(—n) en un entorno de x; se sigue que 1/Q ® s es
una seccién de O(—n) ® F(n) = F en un entorno de z, luego define un elemento de F,,
que denotaremos por (3,(s/Q), que depende solo de s/@Q. Se puede definir igualmente /3,
utilizando las componentes s; de s: si x € Uy, S.(x/Q) = (t7'/Q) - si(x). La coleccién de
morfismos f3, define un morfismo 3 : A(T'(F)) — F.

Los morfismos a y 3 estan relacionados por las siguientes Proposiciones, que se de-
muestran por calculo directo:

PROPOSICION 70. Sea M un S-mddulo graduado. La composicion de los morfismos
A(M) — A(T(A(M))) = A(M) es la identidad.

(El primer morfismo esta definido por o : M — I'(A(M)), y el segundo es 5 aplicado
aF =A(M)).

PROPOSICION 71. Sea F un haz algebraico sobre X . La composicion de los morfismos
D(F) = T(AL(F))) = IT'(F) es la identidad.

(El primer morfismo es «, aplicado a M = I'(F), mientras que el segundo estd definido

por 3 : A(I'(F)) — F).

Mostraremos en el n® 65| que § : A(I'(F)) — F es biyectivo si F es coherente, y que
a: M — T'(A(M)) es C-biyectivo si M verifica la condicién (TF).

60. Caso de haces algebraicos coherentes. Demostremos primero un resultado
preliminar:

PROPOSICION 72. Sea L un haz algebraico sobre X, suma directa de un nimero finito
de haces O(n;). Entonces I'(L) verifica (TF) y B : A(I'(L)) — L es biyectivo.

Se reduce inmediatamente al caso £ = O(n), luego a £ = O. En ese caso, se sabe que
I'(O(p)) = S, para p > 0, luego se tiene S C I'(O), y el cociente pertenece a C. Se sigue
primero que I'(O) verifica (TF), y luego que A(T'(O)) = A(S) = O.

(Observamos que se tiene I'(Q) = S si r > 1; por el contrario, si r = 0, I'(O) no es un
S-médulo finitamente generado).
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TEOREMA 12. Para todo haz algebraico coherente F sobre X, existe un S-mddulo
graduado M, verificando (TF), tal que A(M) es isomorfo a F.

Por el corolario al Teorema 11, existe una sucesién exacta de haces algebraicos:
L5 L' F o,
donde £' y £ verifican las hipétesis de la Proposicién anterior. Sea M el conticleo

del morfismo I'(p) : T'(L) — I'(£°); por la Proposicién 72, M verifica la condicién (TF).
Aplicando el funtor A a la sucesion exacta:

0L = T(LY — M — 0,

se obtiene la sucesion exacta:

AT(LY)) = AT(LY) — A(M) — 0,

Consideramos el siguiente diagrama conmutativo:
A(LY)) —— AT(LY)) —— AM) —— 0
l %
ct y L0

Por la Proposicién 72, los dos morfismos verticales son biyectivos. Resulta entonces
que A(M) es isomorfo a F, como queriamos demostrar.

>y F > 0

§3. Cohomologia del espacio proyectivo con coeficientes en un haz
algebraico coherente

61. Los complejos Cy(M) y C(M). Conservamos las notaciones de los n% n°
y n°[66l En particular, I designara el intervalo {0,1,...,7} y S designard el dlgebra
graduada Klto, ..., t,].

Sean M un S-médulo graduado, k y g enteros > 0; vamos a definir un grupo C{(M):
un elemento de CY (M) es una aplicacién

(io,...,iq) —>m<202q>

que hace corresponder a cada sucesién (i, . ..,4,) de ¢+ 1 elementos de I un elemento
homogéneo de grado k(g + 1) de M, dependiente de manera alternada de iy, ..., 7, En
particular, se tiene m(ig . ..4,) = 0 si dos de los indices 1, ..., 7, son iguales. Se define de
forma evidente la suma en C{(M), asi como el producto por escalares A € K,y C}(M)
es un espacio vectorial sobre K.

Si m es un elemento de C{ (M), definimos dm € C?* (M) por la férmula:
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~

Jj=q+1
(dm)(io. . ign) = > (=17t -mlio...4; .. igr1).
j=0

Un cédlculo muestra que dod = 0; luego la suma directa Cy (M) = 37— C{(M), dotada
del operador coborde d, es un complejo, cuyo grupo de cohomologia ¢-ésimo denotaremos
por Hl(M).

(Senialamos, segtin [11], que existe otra interpretacién de los elementos de C{(M):
introducimos r + 1 simbolos diferenciales dzx, ..., dx,, y hacemos corresponder a cada
m € CL(M) la “forma diferencial” de grado ¢ + 1:

Wy, = g mio ... ig)dziy N -+ Adw, .
10<...<iq
Si se pone ay = Y. t¥dx;, se ve que se tiene:

Wim = Qg N\ Wy,

dicho de otra forma, la operacién de coborde se convierte en el producto exterior por
la forma ay).

Si h es un entero > k, sea pf : C{(M) — C}(M) el morfismo definido por la férmula:

)h—k

pZ(m)(zozq> = (tio--'tiq m(20@q>

Se tiene pfod = do pl, y pl oph = pl si k < h < 1. Se puede entonces definir el
complejo C(M), limite inductivo del sistema (Cyx(M), pl') para k — +o0. Los grupos de
cohomologia de este complejo seran denotados HY(M). Como la cohomologia conmuta
con los limites inductivos (ver [6], Cap. V, Prop. 9.3%), se tiene:

HY(M) = lim H!(M).

k—o0

Todo morfismo ¢ : M — M’ define un morfismo

@ : C%(Af)—%'C%(AJS

por la féormula ¢(m)(iy...i,) = @(mlig...1,)), dando por paso al limite un morfis-
mo ¢ : C(M) — C(M’); ademds estos morfismos conmutan con el coborde, y definen
morfismos en cohomologia

o H{(M)— H(M'") vy ¢:HIY(M)— HY(M).

Si se tiene una sucesion exacta 0 — M — M’ — M"” — 0, se tiene una sucesién
exacta de complejos 0 — Cy(M) — Cy(M') — Cx(M") — 0, dando una sucesion exacta
de cohomologia:
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o= HY(M') — HY(M") — HTY (M) = HTY (M) — ...

Mismos resultados para C(M) y los HY(M).

OBSERVACION. Veremos mds adelante (en el n®[69)) que se pueden expresar los H}'(M)
a través de los Extf.

62. Cdlculo de H}(M) para ciertos médulos M. Sean M un S-médulo graduado
y m € M un elemento homogéneo de grado 0. El sistema de los (t¥ - m) es un 0-cociclo
de Ci(M), que denotaremos o*(M), y que identificaremos con su clase de cohomologfa.
Se obtiene asi un morfismo K-lineal o* : My — HY(M); como o = pl o ¥ si h > k, los
a” definen por paso al limite un morfismo a : My — H°(M).

Introducimos ahora dos notaciones:

Si (P, ..., P,) son elementos de S, denotaremos (Fy, ..., P,)M el submédulo de M

i=h . 4
formado por los elementos ) ._; P; - m;, con m; € M; si los P; son homogéneos, este
submédulo es homogéneo.

Si P es un elemento de S'y IV es un submédulo de M, denotaremos N : P el submoédulo
de M formado por los elemntos m € M tales que P -m € N; se tiene evidentemente
N : P D N;si Ny P son homogéneos, N : P es homogéneo.

Una vez precisadas estas notaciones, se tiene:

PROPOSICION 73. Sean M un S-mddulo graduado y k un entero > 0. Supongamos
que, para todo v € I, se tiene:

(t07 - -ti‘il)M : tf = (t]87 T 7t§71>M'
Entonces:

(a) of : My — HY(M) es biyectivo (sir > 1.)
b) HI(M) =0 para 0 < q <.
k

(Para i = 0, la hipétesis significa que t£ - m = 0 implica m = 0).

Esta Proposicién es un caso particular de un resultado debido a de Rham [I1] (el resul-
tado de de Rham es ademads vélido aunque no se supongan homogéneos los m(ip . . . i,)).
Véase también [6], Cap. VIII, §4, donde se trata un caso particular suficiente para las
aplicaciones que vamos a hacer.

Vamos a aplicar la Proposicién 73 al S-médulo graduado S(n):

PROPOSICION 74. Sean k un entero > 0, n un entero cualquiera. Entonces:
(a)
(b)
()

k.S, — HY(S(n)) es biyectivo (sir >1.)

(S(n)) =0 para 0 < g <r.

(S(n)) admite como base (sobre K ) las clases de cohomologia de los monomios
Lt eon0<a; <k yd g =k(r+1)+n.

TR

q
k
-
k
0

~
o9
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Es claro que el S-médulo S(n) verifica las hipétesis de la Proposicién 73, lo que
demuestra (a) y (b). Por otro lado, para todo S-médulo graduado M, se tiene H} (M) =

Myri1y/ (8, ..., t5) My,; ahora bien, los monomios
0.t oy > O,Zai =k(r+1)+n
i=0

forman una base de S(n)(r+1), ¥ aquellos para los que alguno de los o; sea > k forman
una base de (tF,...,t%)S(n),; dando (c).

Es cémodo escribir los exponentes «; de la forma «; = k — ;. Las condiciones enun-
ciadas en (c) se escriben entonces:

0<Bi<k vy iﬁi:_n-

1=0

La segunda condicion, junto con ; > 0, implica que 8; < —n —r; luego si k > —n —r,
la condicion f; < k es consecuencia de las dos anteriores. De ahi que:

COROLARIO. Para k > —n—r, Hi(S(n)) admite como base las clases de cohomologia
de monomios (tg . . .tr)k/tgo P con B >0y YT, Bi = —n.
Se tiene igualmente:

COROLARIO. Si h > k > —n — 1, el morfismo

pk = H{(S(n)) = H;(S(n))

es biyectivo para todo q > 0.

Para g # r, esto resulta de las afirmaciones (a) y (b) de la Proposicién 74. Para ¢ = r,
resulta del primer Corolario, teniendo en cuenta que pl transforma

(to...t)*/the P en (to...t,)" )t .. 4P

COROLARIO. El morfismo a : S, — H°(S(n)) es biyectivo si v > 1, 0 sin > 0. Se
tiene H1(S(n)) = 0 para 0 < g < r, y H"(S(n)) es un espacio vectorial de dimension
(_Z_l) sobre K.

La afirmacién relativa a a resulta de la Proposicién 74, (a), en el caso donde r > 1;
es inmediata si r = 0 y n > 0. El resto del Corolario es una consecuencia evidente de los
Corolarios anteriores (entendiendo que el coeficiente binomial (‘j) es nulo si a < ).

63. Propiedades generales de los H(M).

PROPOSICION 75. Sea M un S-mddulo graduado verificando la condicion (TF). En-
tonces:
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(a) Eziste un entero k(M) tal que p : H{(M) — HL(M) es biyectivo para h > k >
k(M) y cualquier q.

(b) HY(M) es un espacio vectorial de dimension finita sobre K para todo q > 0.

(c) Eziste un entero n(M) tal que, para n > n(M), o : M,, — H°(M(n)) es biyectivo,
y HY(M(n)) es nulo para todo q > 0.

Se reduce enseguida al caso de S-mddulos graduados libres finitamente generados.
Diremos entonces que M es de dimension < s (siendo s entero > 0) si existe una sucesién
exacta:

0L =L ... oL M—=0
donde los L' son S-médulos graduados libres de tipo finito. Por el teorema de las
sizigias de Hilbert (ver [6], Cap. VIII, th. 6.5), esta dimensién es siempre < r + 1.

Demostraremos la Proposicién por recurrencia sobre la dimensién de M. Si es 0, M
es libre finitamente generado, es decir suma directa de médulos S(n;), y la Proposicién
resulta del segundo y tercer Corolario a la Proposicién 74. Supongamos que M es de
dimensién < s, y sea N el niicleo de LY — M. El S-médulo graduado N es de dimensién
< s —1, y se tiene una sucesion exacta:

0>N—>L'> M-—0.

Viendo la hipétesis de recurrencia, la Proposicién es cierta para N y LY. Aplicando el
lema de los cinco ([7], Cap. I, Lema 4.3) al diagrama conmutativo:

H{(N) —— H}(L") — H{(M) —— H{"(N) —— H{"(L")

| l ! |

H{(N) —— Hj(L°) —— Hj(M) —— H{"'(N) —— H[" (L"),
donde h > k > sup(k(N), k(L°)), se demuestra (a), luego evidentemente (b), porque
los H!(M) son de dimensién finita sobre K. Por otro lado, la sucesién exacta
H(L%(n)) — H*(M(n)) — H*'(N(n))

muestra que H9(M(n)) = 0 para n > sup(n(L°),n(N)). Consideremos finalmente el
diagrama conmutativo:

0 — N, > Ly, > M, > 0

[ b L | |

0 —— HON(n)) —— H(L(n) —— HOM(N)) — H'(N(n);

para n > n(N), se tiene H'(N(n)) = 0; se deduce que o : M, — H°(M(n)) es
biyectivo para n > sup(n(L°),n(N)), lo que concluye la demostracién.
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64. Comparacién de los grupos HY(M) y HY(X, A(M)). Sea M un S-médulo
graduado, y sea A(M) el haz algebraico sobre X = P.(K) definido a partir de M por
el procedimiento del n° 57 Vamos a comparar C'(M) con C'(8, A(M)), el complejo de
cocadenas alternadas del recubrimiento 4l = {U; };e; con coeficientes en valores en el haz
A(M).

Sea m € C{(M), y sea (ig, ..., i,;) una sucesiéon de ¢ + 1 elementos de I. El polinomio
(tio,._tiq)k pertenece visiblemente a S(Uj,..;,), con las notaciones del n® . Resulta que
m(io .. .iq)/(ti - - .tiq)k pertenece a My, donde U = Uy, _;,, luego define una seccién de
A(M) alo largo de Uy,..;,. Cuando (i, . . ., 4,) varia, el sistema formado por estas secciones
es una g-cocadena alternada de i, con valores en A(M), que denotaremos t(m). Se ve
enseguida que ¢, conmuta con d, y que i, = ¢, 0 p! si h > k. Por paso al limite inductivo,
los ¢x definen entonces un morfismo ¢ : C(M) — C'(4, A(M)), que conmuta con d.

PROPOSICION 76. Si M werifica la condicion (TF), v : C(M) — C'(U, A(M)) es
biyectivo.

Si M € C, se tiene M,, = 0 paran > ng, dando que Cx(M) = 0 para k > ng, y C(M) =
0. Como todo S-mddulo verificando (TF) es C-isomorfo a un médulo finitamente generado,
ello muestra que nos podemos restringir al caso en que M es finitamente generado. Se
puede entonces encontrar una sucesién exacta L' — L° — M — 0, donde L' y L° son
libres finitamente generados. Por las Proposiciénes 66 y 68 del n®[58] la sucesién

A(LY) — ALY — A(M) — 0

es una sucesion exacta de haces algebraicos coherentes; como los U, . ;, son abiertos
afines, la sucesion

C'(4, A(LY)) — C'(U, A(LY)) — C"(U, A(M)) =0

es una sucesién exacta (ver n° [45 segundo Corolario al Teorema 6). El diagrama
conmutativo

city — L) — C(M) ——

| | | i

C'(U, A(LY)) —— C'"(UA(LY) —— C'"(U, A(M)) ——

muestra entonces que, si la Proposicién es cierta para los médulos L' y L, es cierta
para M. Nos podemos restringir entonces al caso particular de un moédulo libre finitamente
generado, luego, por descomposicién en suma directa, al caso M = S(n).

En este caso, se tiene A(S(n)) = O(n); una seccién f;, ;, de O(n) sobre Uj,. 4, es, por
la definicién de este haz, una funcién regular sobre Vi, N--- NV, y homogénea de grado
n. Como V;;N---NV;_ es el conjunto de puntos de K™ donde la funcién t, . . A, es # 0,
existe un entero k tal que

fioig = Plio...ig)/(tig - - - t:,)",
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siendo P(iy...%,) un polinomio homogéneo de grado n + k(¢ + 1), es decir de grado
k(q+ 1) en S(n). Asi pues, toda cocadena alternada f € C'(4, O(n)) define un sistema
P{iy...1,) que es un elemento de Ci(S(n)); dando un morfismo

v C'(48, O(n)) — C(S(n)).

Como se verifica enseguida que tov =1y v ot =1, resulta que ¢ es biyectivo, lo que
concluye la demostracion.

COROLARIO. ¢ define un isomorfismo de H1(M) sobre H1(A(M)) para todo q > 0.

En efecto, se sabe que H" (4, A(M)) = HY(U, A(M)) (n° 20, Proposicién 21), y que
Hi(U, A(M)) = HY(X, A(M)) (n° 52| Proposicién 60, que es aplicable porque A(M) es
coherente).

OBSERVACION. Es fécil ver que ¢ : C(M) — C"(U, A(M)) es inyectivo aunque M no
verifique la condicién (TF).

65. Aplicaciones

PROPOSICION 77. Si M es un S-mddulo graduado verificando la condicién (TF), el
morfismo a : M — T'(A(M)), definido en el n° es C-biyectivo.

Veamos que o : M — M, — I'(X, A(M(n))) es biyectivo para n lo bastante grande.
Por la Proposicién 76, T'(X, A(M(n))) se identifica con H°(M (n)); la Proposicién resulta
entonces de la Proposicién 75, (c), teniendo en cuenta que el morfismo « se convierte
por la identificacién anterior en el morfismo definido al principio del n° [62} igualmente
denotado a.

PROPOSICION 78. Sea F un haz algebraico coherente sobre X. El S-mddulo graduado
['(F) werifica la condicion (TF), y el morfismo § : A(I'(F)) — F, definido en el n?

es biyectivo.

Por el Teorema 12 del n® , se puede suponer que F = A(M), donde M es un médulo
verificando (TF). Por la Proposicién anterior, o : M — T'(A(M)) es C-biyectivo; como
M verifica (TF), se sigue que I'(A(M)) también la verifica. Aplicando la Proposicién
69 del n° 58] se ve que a : A(M) — A(I(A(M))) es biyectivo. Como la composicién:

A(M) S AT (A(M))) LA A(M) es la identidad (n® , Proposicién 70), se sigue que
es biyectivo.

PROPOSICION 79. Sea F un haz algebraico coherente sobre X. Los grupos HY(X, F)
son espacios vectoriales de dimension finita sobre K para todo q > 0, y se tiene que
HY(X,F(n)) =0 para ¢ > 0 lo bastante grande.

Se puede suponer, como antes, que F = A(M), donde M es un moédulo verificando
(TF). La Proposicién resulta entonces de la Proposicién 75 y del Corolario a la Proposicién
76.
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PROPOSICION 80. Se tiene que HY(X,O(n)) = 0 para Og < r, y H"(X,0(n)) es
un espacio vectorial de dimension (7";1) sobre K, admitiendo como base las clases de
cohomologia de los cociclos alternados de A

fOl...T‘ = 1/t€0tfr7 con Bl >0 y Zﬂz = —n.
=0

Se tiene O(n) = A(S(n)), dando que HY(X,O(n)) = H(S(n)), por el Corolario a
la Proposicion 76; la Proposiciéon resulta inmediatamente de ello y de los corolarios a la
Proposicién 74.

Se denotard en particular que H" (X, O(—r — 1)) es un espacio vectorial de dimensién
1 sobre K, admitiendo como base la clase de cohomologia del cociclo fo1. . = 1/tg...t,.

66. Haces algebraicos coherentes sobre variedades proyectivas . Sea V' una
subvariedad cerrada del espacio proyectivo X = P,.(K), y sea F un haz algebraico cohe-
rente sobre V. Prolongando F por 0 fuera de V', se obtiene un haz algebraico coherente
sobre X (ver nQ, denotado F; se sabe que HY(X, F*) = HI(V, F). Los resultados del
n? anterior se aplican entonces a los grupos H4(V, F). Se obtiene primeramente (teniendo
en cuenta el n®[52)):

TEOREMA 13. Los grupos HY(V,F) son espacios vectoriales finitos sobre K, nulos
para ¢ > dim V.

En particular, para ¢ = 0, se tiene:

COROLARIO. I'(V, F) es un espacio vectorial de dimension finita sobre K.

(Es natural conjeturar que el teorema de arriba es vélido para toda variedad completa,
en el sentido de Weil [16]).

Sea U] = U; N'V; los U] forman un recubrimiento abierto ' de V. Si F es un haz
algebraico sobre V', sea F; = F(Uj) y sea 8;;(n) el isomorfismo de F;(U;NU7) en F;(U;NU})
definido por la multiplicacién por (t;/t;)". Se denotard F(n) al haz obtenido a partir de
los F; pegandolos a través de los 6;;(n). La operacién F(n) tiene las mismas propiedades
que la definida en el n° , a la que generaliza; en particular F(n) es canénicamente
isomorfo a F @Oy (n).

Se tiene F¥(n) = F(n)X. Aplicando entonces el Teorema 11 del n® , asi como la
Proposicién 79 del n®[65] se obtiene:

TEOREMA 14. Sea F un haz algebraico coherente sobre V. Existe un entero m(F) tal
que se tiene, para todo n > m(F):

(a) Para todo x € V, el Opy-mddulo F(n), estd generado por los elementos de
L(V, F(n)).
(b) H1(V,F(n)) =0 para todo q¢ > 0.

OBSERVACION. Es esencial observar que el haz F(n) no depende solo de F y de n,
sino también de la inmersion de V' en el espacio proyectivo X. Mas precisamente, sea P
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el fibrado principal 7#=1(V'), de grupo estructural el grupo K*; si n es un entero, hacemos
operar K* sobre K por la férmula:

A\p) = A"u st Ne K vy peK.

Sea K" = P x g+ K el fibrado asociado a P con fibra tipica K, dotado de las operaciones
anteriores; sea S(E™) el haz de gérmenes de secciones de E™ (ver n®41]). Teniendo en cuen-
ta que los t;/t; forman un sistema de cambio de cartas para P, se verifica enseguida que
S(E™) es candénicamente isomorfo a Oy (n). La férmula F(n) = F @0y (n) = F QS(E™)
muestra entonces que la operacién F — F(n) solo depende de la clase del fibrado P
definido por la inmersion V' — X. En particular, si V' es normal, F(n) solo depende de la
clase de equivalencia lineal de las secciones hiperplanas de V' en la inmersion considerada
(ver [177]).

67. Un complemento. Si M es un S-mddulo graduado verificando (TF), denota-
remos M? el S-médulo graduado I'(A(M)). Hemos visto en el n® 65| que o : M — M?* es
C-biyectivo. Vamos a dar condiciones que permitan afirmar que « es biyectivo.

PROPOSICION 81. Para que o : M — M sea biyectivo, es necesario y suficiente que
se verifiquen las siguientes condiciones:

(i) Sim e M es tal que t; - m =0 para todo i € I, entonces m = 0.
(ii) Si varios elementos m; € M, homogéneos del mismo grado, verifican la relacion
tj-m; —t;-m; =0 para toda pareja (i,7), existe m € M tal que m; =t; - m.

Mostraremos que M? verifica las condiciones (i) y (ii), lo que probard la necesidad.
Para (i), se puede suponer que m es homogéneo, es decir que es una seccién de A(M(n));
en este caso, la condicion t; - m = 0 implica que m es nulo sobre U;, y como esto ocurre
para todo i € I, se tiene entonces que m = 0. Para (ii), sea n el grado de los m;; se tiene
entonces m; € I'(A(M(n))); como 1/t; es una secciéon de O(—1) sobre U;, m;/t; es una
secciéon de A(M(n — 1)) sobre U;, y la condicién t; - m; — t; - m; = 0 muestra que estas
secciones son las restricciones de una seccién tnica m de A(M(n — 1)) sobre X; queda
comparar las secciones t; - m con m;; para mostrar que coinciden sobre Uj, basta notar
que t;(t; - m —m;) = 0 sobre Uj, lo que resulta de la férmula ¢; - m; = t; - m; y de la
definicién de m.

Veamos ahora que (i) implica que « es inyectivo. Para n lo bastante grande, se sabe
que o : M, — M? es biyectivo, y se puede entonces razonar por recurrencia descendente
sobre n; si a(m) = 0, con m € M, tendremos que t;a(m) = a(t;-m) = 0, y la hipdtesis de
recurrencia, aplicable porque t; - m € M, 1, muestra que m = 0. Veamos finalmente que
(i) y (ii) implican que « es biyectivo. Se puede razonar, igual que antes, por recurrencia
descendente sobre n. Si m’ € M?, la hipStesis de recurrencia muestra que existen m; €
M, tales tales que a(m;) = t; - m’; se tiene que «(t; - m; —t; - m;) = 0, dando que
tj-m; —t;-m; = 0, porque « es inyectivo. La condicién (ii) implica entonces la existencia
de m € M, tal que t; - m = my; se tiene que t;(m’ — a(m)) = 0, lo que muestra que
m’ = a(m), y concluye la demostracion.

OBSERVACIONES. (1) La demostracién muestra que la condicién (i) es necesaria y
suficiente para que « sea inyectivo.
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(2) Podemos expresar (i) y (ii) asf: el morfismo o' : M, — HY(M(n)) es biyectivo
para todo n € Z. Ademas, la Proposicién 76 muestra que se puede identificar M? con
el S-médulo Y-, ., H°(M(n)), y serfa ficil obtener de ello una demostracién puramente
algebraica de la Proposicién 81 (sin utilizar el haz A(M)).

§4. Relacién con los funtores Extf,

68. Los funtores Extf. Conservamos las notaciones del n® . Si M y N son
S-médulos graduados, denotaremos por Homg (M, N),, el grupo de los S-morfismos ho-
mogéneos de grado n de M en N, y por Homg(M,N) el grupo abeliano graduado
Y nez Homg (M, N),; es un S-médulo graduado; cuando M es finitamente generado coin-
cide con el S-médulo de todos los S-morfismos de M en N.

Los funtores derivados (ver [6], Cap. V) del funtor Homg(M, N) son los funtores
Ext{(M,N), ¢ =0,1,.... Recordamos brevemente su deﬁniciénﬂ

Se escoge una “resolucion” de M, es decir una sucesion exacta:

e LT L4 o s LY s M — 0,

donde los L9 son S-médulos graduados libres, y las aplicaciones son morfismos (es
decir, como de costumbre, S-morfismos homogéneos de grado 0). Si definimos C? =
Homg (L%, N), el morfismo L™ — L7 define por trasposicién un morfismo C? — C9+1,
verificando d o d = 0; asi pues C' = > 40 (Y estd dotado de una estructura de complejo,
y el ¢g-ésimo grupo de cohomologia de C' por definicién no es otro que Exti{(M,N); se
prueba que no dependen de la resolucion escogida. Como los C'? son S-modulos gradua-
dos y d: C1 — 9! es homogéneo de grado 0, los Ext% (M, N) son S-médulos graduados
por los subespacios Ext& (M, N),; los Ext{ (M, N), son los grupos de cohomologia del
complejo formado por los Homg(L?, N),, es decir son los funtores derivados del funtor
Homg(M, N),.

Recordamos las propiedades bésicas de Extf, :

Ext%(M, N) = Homg(M, N); Exti(M,N) = 0 para ¢ > r + 1 si M es finitamente
generado (por el teorema de las sizigias de Hilbert, ver [6], Cap. VIIL, th. 6.5); Ext{(M, N)
es un S-médulo finitamente generado cuando lo sean M y N (porque se puede escoger

una resolucién donde los LY sean finitamente generados); para todo n € Z, se tienen
isomorfismos canoénicos:

Ext%(M(n), N)) = Ext%(M, N(—n)) = Ext%(M, N)(—n).

Las sucesiones exactas:

0O—N—->N->N"=-0y 0=-M—->M—-M"—=0

9Cuando M no es un médulo finitamente generado, los Ext% (M, N) definidos arriba pueden diferir
de los Ext% (M, N) definidos en [6]: esto es asi porque Homg (M, N) no tiene el mismo sentido en ambos
casos. Sin embargo, todas las demostraciones de [6] son vélidas sin modificacién en el caso considerado
aqui: esto se ve ya sea directamente o aplicando el Apéndice de [6].
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dan lugar a sucesiones exactas:

- = BExt%(M, N) — Ext%(M, N') — BExt%(M, N") — Ext&™ (M, N) — ...
oo = Extl(M", N) — Ext4(M’, N) — Ext%(M, N) — Ext4™ (M" N) — ...

69. Interpretaciéon de los H}(M) en términos de los Ext{. Sea M un S-médulo
graduado y sea k un entero > 0. Pongamos:

Bi(M) =) H{(M(n)),

nez
con las notaciones del n® 61l

Se obtiene asi un grupo graduado, isomorfo al g-ésimo grupo de cohomologia del
complejo > ., Cr(M(n)); este complejo puede ser dotado de una estructura de S-médulo
compatible con la graduacion al poner

(P-m){ig...iq) = P-m(ig...1,), si Pe€S, y mlig...i5) € CLM(n));
como el operador coborde es un S-morfismo homogéneo de grado 0, se sigue que los
Bl (M) son ellos mismos S-mddulos graduados.

Pondremos

BU(M) = lim BY(M) = H(M(n)).

Los B?(M) son S-médulos graduados. Para ¢ = 0, se tiene

B(M) =7 H(M(n)),

ne”L

y se recupera el médulo denotado M*® en el n°[67) (cuando M verifica la condicién (TF)).
Para cada n € Z, se ha definido en el n° [62| una aplicacién lineal « : M,, — H°(M(n));
se verifica inmediatamente que la suma de estas aplicaciones define un morfismo, que
denotaremos «, de M en B°(M).

PROPOSICION 82. Sea k un entero > 0, y sea Jy, el ideal (tf,...t*) de S. Para todo
S-mdédulo graduado M, los S-mddulos graduados BL(M) y ExtL(Jg, M) son isomorfos.

Sea L{, ¢=0,...,r, el S-médulo graduado libre que admite como base los elementos
elig...ig), 0 <ig < iy <...<i, <7, degrado k(q+1); se define un operador d : L™ —
L} y un operador € : LY — J;, por las férmulas:
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e(eld)) = th.

LEMA 16. La sucesion de morfismos:

0= LS Lt 5 LS 1 =0

es una sucesion exacta.

Para k = 1, el resultado es bien conocido (ver [6], Cap. VIII, §4); el caso general
se demuestra de la misma manera (o se reduce a este): se puede igualmente utilizar el
teorema demostrado en [11].

La Proposicion 82 se deduce inmediatamente del Lema 16, al observar que el com-
plejo formado por los Homg(L}, M) y el traspuesto de d no es otro que el complejo

2 nez Cr(M(n)).

COROLARIO. H}(M) es isomorfo a Ext{(Jy, M)o.

En efecto, estos grupos son las componentes de grado 0 de los grupos graduados B} (M)
y Ext&(Jy, M).

COROLARIO. HY(M) es isomorfo a limg_oo Exth(Jg, M)o.

Se ve facilmente que el morfismo pi : H}(M) — H}(M) del n° [61]se convierte por el
isomorfismo del primer Corolario en el morfismo

Ext{(Jg, M)o — Ext{(Jn, M)
definido por la inclusién J, — Ji; lo que prueba este Corolario.

OBSERVACION. Sea M un S-mdédulo graduado finitamente generado; M define (ver n°
un haz algebraico coherente F' sobre K1 luego sobre Y = K™™' — {0}, y se puede
verificar que HY(Y, F') es isomorfo a BY(M).

70. Definicién de los funtores 7%(M). Definamos primero la nocién de médulo
dual de un S-médulo graduado. Sea M un S-moédulo graduado; para todo n € Z, M,
es un espacio vectorial sobre K, luego designaremos el espacio vectorial dual por (M,)".
Pongamos:

M*=> M;, con M;=(M_).

ne”

Vamos a dotar a M* de una estructura de S-moédulo compatible con esa graduacion;
para todo P € S, la aplicacién m — P -m es una aplicacion K-lineal de M_,,_, en M_,,
luego define por trasposicién una aplicacién K-lineal de (M_,) = M} en (M_,_,) =
M, ,; esto define la estructura de S-médulo de M*. Se habria podido definir igualmente
M* como Homg (M, K), designando por K el S-médulo graduado S/(to,...,t,). El S-
modulo graduado M™* se llama el dual de M; se tiene M** = M si cada uno de los
M, es de dimensién finita sobre K, lo cual sucede cuando M = I'(F), siendo F un

haz algebraico coherente sobre X, o bien si M es finitamente generado. Todo morfismo
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@ : M — N define por trasposiciéon un morfismo de N* en M*. Si la sucesion M — N — P
es exacta, la sucesion P* — N* — M* también lo es; dicho de otra forma, M* es un funtor
contravariante y exacto del médulo M. Cuando I es un ideal homogéneo de S, el dual de
S/I no es otro que el “sistema inverso” de I, en el sentido de Macaulay (ver [9], n°[25).

Sean ahora M un S-mdédulo graduado y ¢ un entero > 0. Hemos definido en el n°
anterior el S-médulo graduado BY(M); el médulo dual de BY(M) sera denotado T9(M).
Se tiene entonces, por definicion:

TYM) =Y _TM),, con TM),=(H(M(-n)))"
nez
Todo morfismo ¢ : M — N define un morfismo de BY(M) en BY(N), dando un
morfismo de T9(N) en T9(M); asi pues los T9(M) son funtores contravariantes de M
(veremos ademads en el n® |72 que se pueden expresar muy sencillamente en funcién de los
Extg). Toda sucesién exacta:

0O——M—N-—-P—=0

da lugar a una sucesion exacta:

.-+ — BY(M) — BYN) — BYP) — B"™(M) — ...

dando, por trasposicion, una sucesion exacta:

coo = TTY(M) — TYP) — TYN) — TY (M) — ...
El morfismo a : M — B°(M) define por trasposicién un morfismo o* : TO(M) — M*.
Como BY(M) = 0 para ¢ > r, se tiene T9(M) = 0 para ¢ > 7.

71. Determinacién de 77(M). (En este n® asi como en el siguiente, supondremos
que se tiene r > 1; el caso r = 0 conduce a enunciados un poco diferentes, y ademés
triviales).

Denotaremos por €2 el S-médulo graduado S(—r — 1); es un médulo libre que admite
como base un elemento de grado r+1. Hemos visto en el n°[62|que H"(Q2) = H}(Q2) para k
lo bastante grande, y que H;(€2) admite una base sobre K formada por el unico elemento
(to...t.)%/tg...t.; la imagen en H"(Q) de este elemento serd denotada &; ¢ constituye
entonces una base de H"(€2).

Vamos ahora a definir un producto escalar (h, ) entre elementos h € B"(M)_, y
¢ € Homg(M,Q),, siendo M un S-médulo graduado cualquiera. El elemento ¢ se puede
identificar con un elemento de Homg(M (—n),2)o, es decir con un morfismo de M(—n)
en ; luego define, por paso a cohomologia, un morfismo de H"(M(—n)) = B"(M)_,, en
H" (), que denotaremos por . La imagen de h por este morfismo es entonces un multiplo
escalar de &, y definiremos (h, ) por la férmula:

p(h) = (h, )§.
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Para todo ¢ € Homg(M,Q),, la funciéon h — (h,¢) es una forma lineal sobre
B"(M)_,, luego puede ser identificada con un elemento v(y) del dual de B"(M)_,, que
no es otro que 77 (M),. Asi pues hemos definido una aplicacién homogénea de grado 0

v : Homg(M,Q) — T" (M),
y la férmula (P - h, p) = (h, P - ¢) muestra que v es un S-morfismo.

PROPOSICION 83. El morfismo v : Homg(M, Q) — T"(M) es biyectivo.

Demostraremos primero la Proposicién cuando M es un moédulo libre. Si M es suma
directa de submodulos homogéneos M®, se tiene:

Homg(M, Q), = [ [Homs(M*,Q), y T"(M), = [[T"(M"),.

Asi pues, si la proposicion es cierta para los M, lo es para M, y se reduce el caso de
modulos libres al caso particular de un médulo libre con un solo generador, es decir al caso
donde M = S(m). Se puede entonces identificar Homg (M, 2),, con Homg(S.S(n—m —r—
1))o, es decir con el espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado n —m —r — 1.
Luego Homg (M, 2),, admite como base la familia de monomios ¢}°...¢J", con v; > 0y
Sy, = n—m—r — 1. Por otro lado, hemos visto en el n® 62{que Hj(S(m —n)) admite
como base (si k es lo bastante grande) la familia de monomios (...t )*/t2° .. % con
Bi >0y ZZS ; =n —m. Al poner §; =~/ + 1, se pueden escribir estos monomios de la
forma (fo... 4 )" 1/£0 . 4" con~ >0y Syl =n—m —r+ 1. Si nos remontamos a
la definicién de (h, ), vemos entonces que el producto escalar:

(o )L /E0 O 0 )

siempre es nulo, salvo si 7; = 7/ para todo i, en cuyo caso es igual a 1. Esto significa
que v transforma la base de los tJ°...#7 en la base dual de los (to...t,)* 1/t . ..t
luego es biyectivo, lo que completa la demostracion cuando M es libre.

Pasamos ahora al caso general. Escojamos una sucesion exacta
L' L' M—=0

donde L° y L' son libres. Consideramos el diagrama conmutativo siguiente:

0 —— Homg(M, Q) —— Homg(L", Q) —— Homg(L', Q)

0 — T"(M) ——— T"(L°) ——— T"(LY).

La primera fila de este diagrama es una sucesion exacta, por las propiedades del funtor
Homg; la segunda también es exacta, por ser la sucesion dual de la sucesion
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B"(L') — B"(L°) — B"(M) — 0

sucesion que es ella misma exacta, por la sucesion exacta de cohomologia de los B?, y
del hecho de que B""(M) = 0 sea cual sea el S-médulo graduado M. Por otro lado, los
dos morfismos verticales

v:Homg(L% Q) = T"(LY) y v:Homg(L',Q)— T"(L")

son biyectivos, como acabamos de ver. Se sigue que

v : Homg(M,Q) — T" (M)

es igualmente biyectivo, lo que concluye la demostracion.

72. Determinacién de los 79(M). Vamos a demostrar el siguiente teorema, que
generaliza la Proposicion 83:

TEOREMA 15. Sea M un S-mddulo graduado. Para q # r, los S-moddulos graduados
T9(M) y ExtL(M, Q) son isomorfos. Ademds, se tiene una sucesion eracta:

0 — Ext(M,Q) = TO(M) 25 M* — Ext3H (M, Q) — 0.
Vamos a utilizar la caracterizacién axiomatica de los funtores derivados dada en [6],
Cap. 111, §5. Para ello, definimos primero nuevos funtores E¢(M) de la siguiente manera:
Para ¢ #r,r+1, EY(M)=T""9(M)
Para g = r, E"(M) = ker(a*)
Parag=r+1, E"(M)= Coker(a*).

Los E9(M) son funtores aditivos covariantes de M, gozando de las siguientes propie-
dades:

(i) E°(M) es isomorfo a Homg(M,.)

Es lo que afirma la Proposicién 83.

(ii) Si L es libre, E9(L) = 0 para todo q > 0.

Basta comprobarlo para L = S(n), en cuyo caso resulta del n®|62]

(iii) A toda sucesion exacta 0 — M — N — P — 0 le corresponde una sucesion de
operadores cobordes d4 : E1(M) — EYTY(P), y la sucesion:

- = BY(P) = EY(N) = EY(M) = E*(P) = ...

es exacta.

La definicion de d? es evidente si g # r—1,7: es el morfismo de T""9(M) en T"~979(P)
definido en el n®[70} Para ¢ = r — 1 o r, se utiliza el siguiente diagrama conmutativo:
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T (M) —— T%(P) —— T°(N) —— T°(M) —— 0

& & & .

0 > P* > N* s M* > 0

Este diagrama muestra enseguida que la imagen de T (M) estd contenida en el nicleo
de o* : TY(P) — P*, que no es otro que E"(P). De ahi la definicién de d"~' : E"" 1 (M) —
E"(P).

Para definir d" : ker(T°(M) — M*) — Coker(T°(P) — P*), se utiliza el procedimiento
de [6]. Cap. III, Lema 3.3: si x € ker(T°(P) — P*), existen y € P*y z € T°(N) tales que
x es imagen de z e y y 2 tienen la misma imagen en N*; se pone entonces d"(z) = y.

La exactitud de la sucesién

.o BYP) = EYN) — EY(M) L ETY(P) > ..

resulta de la exactitud de la sucesién

e TP S TUN) = T (M) L 77 (P) =
y de [6], loc. cit.
(iv) El isomorfismo de (i) y los operadores d? de (iii) son “naturales”.
Esto resulta inmediatamente de las definiciones.

Puesto que las propiedades (i) a (iv) caracterizan los funtores derivados del funtor
Homg(M, ), se tiene E(M) = ExtL(M,Q), lo que demuestra el Teorema.

COROLARIO. Si M wverifica (TF), HY (M) es isomorfo al espacio vectorial dual de
Ext™"4(M,Q)q para todo g > 1.

En efecto, sabemos que H9(M) es un espacio vectorial de dimensién finita luego el
dual es isomorfo a Exty (M, Q).

COROLARIO. Si M werifica (TF), los TY(M) son S-mddulos graduados finitamente
generados para q > 1, y T°(M) verifica (TF).

Se puede sustituir M por un médulo finitamente generado sin cambiar los B(M ), lue-
go tampoco los T9(M). Los Exty (M, Q) son entonces S-médulos finitamente generado,
y se tiene M* € C, dando el Corolario.

§5. Aplicaciones a los haces algebraicos coherentes

73. Relaciones entre los funtores Ext§ y Extf, . Sean M y N dos S-médulos
graduados. Si x es un punto de X = P,.(K), hemos definido en el n°[57/1los O,-médulos M,
y Ng; vamos a poner en relacién los Extg, (M,, N,) con el S-médulo graduado Ext$ (M, N):

PROPOSICION 84. Supongamos que M es finitamente generado. Entonces:
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(a) El haz A(Homg(M, N)) es isomorfo al haz Homeo(A(M), A(N)).
(b) Para todo x € X, el O,-mddulo Ext§(M, N), es isomorfo a Extg, (My.N,).

Definamos primero un morfismo ¢, : Homg(M, N), — Home_ (M., N,). Un elemento
del primer médulo es una fraccién ¢/ P, con ¢ € Homg(M, N),,, P € S(z), P homogéneo
de grado n; si m/P’ es un elemento de M,, ¢(m)/PP’ es un elemento de N, que solo
depende de /P y de m/P’, y la aplicacién m/ P’ — ¢(m)/PP’" es un morfismo ¢,(¢/P) :
M, — N,; queda definido ¢,. Por la Proposicién 13 del n° [14] Homgp, (M,, N,.) se puede
identificar con

Homp (A(M), A(N));

esta identificacion transforma ¢, en

te : A(Homg(M, N)), — Homp(A(M), A(N)).,

y se verifica facilmente que la coleccién de los ¢, es un morfismo

¢ A(Homg(M, N)) — Homp (A(M), A(N)).

Cuando M es un médulo libre finitamente generado, ¢, es biyectivo: en efecto, basta
con verlo cuando M = S(n), donde es inmediato.

Si ahora M es un S-mdédulo graduado finitamente generado cualquiera, escogemos una
resolucion de M:

e LT L LY M0,

donde los L? son libres finitamente generados, y consideramos el complejo C' formado
por los Homg (L%, N). Los grupos de cohomologia de C' son los Ext{ (M, N); dicho de otra
manera, si se designan por B?y Z9 los submoédulos de C'? formados respectivamente por
los cobordes y cociclos, se tienen sucesiones exactas:

0— Z9— C9— B — 0,

0— B?— Z9— Exti(M,N) — 0.

Como el funtor A(M) es exacto, las sucesiones

0— Z1— C?— Bt — 0,

0— B! — Z! — Exti(M,N), — 0.

también son exactas.
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Sin embargo, por lo anterior, C? es isomorfo a Homp, (L%, N,); los Ext% (M, N), son
isomorfos a los grupos de cohomologia del complejo formado por los Home, (L2, N,.), v
como los L? son evidentemente O,-libres, se recupera la definicién de los Ext{, (M., N,),
lo que demuestra (b); para ¢ = 0, lo anterior muestra que ¢, es biyectiva, luego ¢ es un
isomorfismo, dando (a),

74. Nulidad de los grupos de cohomologia H?(X, F(—n)) para n — oc.

TEOREMA 16. Sea F un haz algebraico coherente sobre X, y sea q un entero > 0. Las
siquientes condiciones son equivalentes:

(a) HY(X,F(—n)) =0 para n lo bastante grande.
(b) Exty “(Fq, Or) = 0 para todo x € X.

Por el Teorema 12 del n° , se puede suponer que F = A(M), donde M es un
S-médulo graduado finitamente generado y, por el n® [64, H9(X,F(—n)) es isomorfo a
HY(M(—n)) = BY(M)_,; luego la condicién (a) equivale a

(M), =0

para n lo bastante grande, es decir que T9(M) € C. Por el Teorema 15 del n®[72|y el

hecho de que M* € C porque M es finitamente generado, esta ultima condicién equivale
a que Exty ‘(M,Q) € C; como Exty ?(M, Q) es un S-mddulo finitamente generado,

Ext? (M, Q) € C

equivale a Exty ?(M,Q), = 0 para todo x € X, por la Proposicién 68 del n° |58
finalmente, la Proposicién 84 muestra que Exty *(M, ), = Exty ‘(M,,€2,), y como M,
es isomorfo a F,, y €, es isomorfo a O(—r—1),, luego a O, esto termina la demostracién.

Para enunciar el Teorema 17, nos hara falta la nocién de dimension de un O,-modulo.
Recordamos ([6], Cap. VI, §2) que un O,-mdédulo finitamente generado P se dice de
dimensién < p si existe una sucesiéon exacta de O, -modulos:

0—=L, =L,y —--—Ly—P—0,
donde cada L, es libre (esta definicién equivale a la de [6], loc. cit., debido a que todo
O,-médulo proyectivo finitamente generado es libre - ver [6], Cap. VIII, Th. 6.1°).
Todo O, -mddulo finitamente generado es de dimension < r, por el teorema de las
sizigias (ver [6], Cap. VIII, Th. 6.2").

LEMA 17. Sean P un O,-mddulo finitamente generado, y sea p un entero > 0. Las
siquientes condiciones son equivalentes:

(i) P es de dimension < p.
(ii) Exty (P, 0,) = 0 para todo m > p.

Estd claro que (i) implica (ii). Demostremos que (ii) implica (i) por recurrencia des-
cendente sobre p, para p > r, el Lema es trivial, porque (i) siempre se verifica; pasamos
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ahora de p+1 a p; sea N un O,-mdédulo finitamente generado cualquiera. Se puede encon-
trar una sucesion exacta 0 - R — L — N — 0, donde L es libre finitamente generado
(porque O, es noetheriano). La sucesién exacta

Extly (P, L) — Extly (P, N) — Extl, *(P, R)

muestra que Ext’g;l = 0: en efecto, se tiene Ext%tl(P, L) = 0 por la condicién (ii), y
Extfgf(P, R) = 0 porque dim P < p+1 por hipétesis de recurrencia. Como esta propiedad
caracteriza a los médulos de dimensién < p, el Lema queda demostrado.

Al combinar el Lema con el Teorema 16, se obtiene:

TEOREMA 17. Sea F un haz algebraico coherente sobre X, y sea p un entero > 0. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) HY(X,F(—n)) =0 para n lo bastante grande y 0 < q < p.
(b) Para todo x € X, el O,-mddulo F, es de dimension <r — p.

75. Variedades no singulares. El siguiente resultado juega un papel esencial en
la extensién al caso abstracto del “teorema de dualidad” de [15]:

TEOREMA 18. Sea V' una subvariedad sin singularidades del espacio proyectivo P,.(K);
supongamos que todas las componentes irreducibles de V' tienen la misma dimension p. Sea
F un haz algebraico coherente sobre V' tal que, para todo x € V, F, sea un modulo libre
sobre Oy . Se tiene entonces H1(V, F(—n)) = 0 para n lo bastante grande y 0 < g < p.

Por el Teorema 17, todo se reduce a probar que O, y, considerado como O,-médulo, es
de dimensién < r — p. Designemos por Z,(V) el niicleo del morfismo canénico ¢, : O, —
O..v; puesto que el punto x es simple sobre V', se sabe (ver [18], th. 1) que este ideal esta
generado por r — p elementos fi,..., f,—p, ¥ €l teorema de Cohen-Macaulay (ver [13], p.
53, prop. 2) muestra que se tiene

(fla---afi—l):fi:(fla---afi—l) para 1§1§T—p

Designemos entonces por L, el O,-mdédulo libre que admite como base los elementos
e(iy . ..1,) correspondientes a las sucesiones (iy,...,1,) tales que

1<y <in<...<ig<r—p;

para ¢ = 0, tomamos Ly = O,, y pongamos:

d(e(i Z_: VY fiowelin .. ij.. i)
d(e<i>) = [i
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es exacta, lo que prueba que dimgp, ,, <7 — p.

COROLARIO. Se tiene H1(V,O,(—n)) = 0 para n lo bastante grande y 0 < q < p.

OBSERVACION. La demostracién de arriba se aplica, més generalmente, siempre que
el ideal Z,(V') admita un sistema de r — p generadores, dicho de otra forma, siempre que
la variedad V' sea localmente una interseccion completa en todo punto.

76. Variedades normales. Nos hara falta el siguiente Lema:

LEMA 18. Sea M un O,-modulo finitamente generado, y sea f un elemento no inver-
tible de O, tal que la relacion f-m = 0 implica m = 0 si m € M. La dimension del
O,-mddulo M/ fM es entonces igual a la dimension de M aumentada en una unidad.

Por hipétesis, se tiene una sucesién exacta 0 — M = M — M /fM — 0, donde « es
la multiplicacion por f. Si N es un O,-mdédulo finitamente generado, se tiene una sucesion
exacta:

-+o = Extd, (M,N) % Exth (M, N) — Ext3 ' (M/fM,N) — Ext& ™ (M,N) — ...

Sea p la dimension de M. Poniendo ¢ = p+ 1 en la sucesion exacta anterior, se ve que
EXtZg;Z(F/fM, N) =0, lo que implica ([6], Cap. VI, §2) que dim(M/fM) < p+ 1. Por
otro lado, como dim M = p, se puede escoger un N tal que Ext%x (M, N) # 0; al tomar
entonces ¢ = p en la sucesion exacta de arriba, se ve que Extf;;l(M /M, N) se identifica
con el conticleo de

Ext%m(M, N) % Ext%m(M, N);

como el tltimo morfismo no es mas que la multiplicacion por f, y f no es invertible
en el anillo local O,, resulta de [6], Cap. VIII, prop. 5.17 que este contcleo es # 0, lo que
implica que dim M/fM > p+ 1 y concluye la demostracion.

Vamos ahora a demostrar un resultado que guarda relacién con el “lema de Enriques-
Severi”, debido a Zariski [19]:

TEOREMA 19. Sea V' wuna subvariedad irreducible, normal, de dimension > 2, del
espacio proyectivo P.(K). Sea F un haz algebraico coherente sobre V' tal que, para cada
x eV, F, es un mddulo libre sobre O,y . Se tiene entonces que H'(V, F(—n)) = 0 para
n lo bastante grande.

Por el Teorema 17, todo se reduce a mostrar que O, y, considerado como O,-mdédulo,
es de dimensién < r — 2. Escojamos primero un elemento f € O,, tal que f(z) =0y la
imagen de f en O, v es no nula; esto es posible porque dim V' > 0. Como V' es irreducible,
O,v es un anillo integro, y se le puede aplicar el Lema 18 a la pareja (O, v, f); lo que da:

dim O,y =dimO,v/(f)—1, con (f)=/f -O.y.

Como O,y es un anillo integramente cerrado, todos los ideales primos p® del ideal
principal (f) son minimales (ver [12], p. 136, o [9], n® 37), y ninguno de ellos es entonces
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igual al ideal maximal m de O, v (sino fuera asi, dim V' < 1). Se puede entonces encontrar
un elemento g € m que no pertenece a ninguno de los p; este elemento g no es divisor
del O en el anillo cociente O, y; lldmese g a un representante de g en O,, vemos que se
puede aplicar el Lema 18 a la pareja (O, v /(f),g); se tiene entonces:

dim O,y /(f) = dim O,y /(f, g) — 1.

Pero, por el teorema de las sizigias ya mencionado, se tiene dim O, v /(f,g) < r; de
ahi que dim O, v /(f) <r—1ydim O,y <r—2.

COROLARIO. Se tiene H'(V,Oy(—n)) = 0 para n lo bastante grande.

OBSERVACIONES. (1) El razonamiento hecho més arriba es cldsico en teoria de sizigias.
Ver por ejemplo W. Grobner, Moderne Algebraische Geometrie, 152.6 y 153.1.

(2) Igualmente si la dimensién de V' es > 2, se puede tener dim O,y = r — 2. En
particular, esto es lo que ocurre cuando V' es un cono luego la seccion hiperplana W es
una variedad proyectivamente normal e irregular (es decir, H*(W, Oy) # 0).

77. Caracterizaciéon homoldgica de las variedades k-veces de primera es-
pecie. Sea M un S-médulo graduado finitamente generado. Se demuestra, por un razo-
namiento idéntico al Lema 17:

LEMA 19. Para que dim M < k, es necesario y suficiente que Ext{(M,S) = 0 para
q>k.

Como M es graduado, se tiene ExtL (M, Q) = Extf (M, S)(—r — 1), luego la condicién
de arriba equivale a Ext% (M, Q) = 0 para k. Teniendo el cuenta el Teorema 15 del n°{72]
se concluye con que:

PROPOSICION 85. (a) Para que dimM < r, es necesario y suficiente que « :
M, — H°(M(n)) sea inyectivo para todo n € Z.

(b) Sik esun entero > 1, para que dim M < r, es necesario y suficiente que o : M,, —
H°(M(n)) sea biyectivo para todo n € Z, y que HI(M(n)) =0 para 0 < ¢ < k y
todo n € Z.

Sea V' una subvariedad cerrada de P,.(K), y sea I(V') el ideal de polinomios homogéneos
nulos sobre V. Pongamos S(V) = S/I(V), es un S-médulo graduado cuyo haz asociado
no es otro que Oy . Diremo&EG] que V' es una subvariedad “k-veces de primera especie” de
P,.(K) si la dimensién del S-médulo S(V') es < r — k. Es inmediato que o : S(V),, —
H°(V,Oy(N)) es inyectivo para todo n € Z, luego toda variedad es 0-veces de primera
especie. Al aplicar la Proposicién anterior a M = S(V'), se obtiene:

PROPOSICION 86. Sea k un entero > 1. Para que la subvariedad V sea k-veces de
primera especie, es necesario y suficiente que se verifiquen las siguientes condiciones para
todon € Z:

(i) a:S(V), = H(V,0v(n)) es biyectivo.

10Ver P. Dubreil, Sur la dimension des idéauz de polynomes, J. Math. Pures App., 15, 1936, p.271-283.
Ver también W. Grobner, Moderne Algebraische Geometrie, §5.
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(ii)) H(V,Oy(n)) =0 para 0 < ¢ < k.

(La condicién (i) también se puede expresar diciendo que la serie lineal cortada en V
por las formas de grado n es completa, lo que es bien conocido).

Comparando con el Teorema 17 (o razonando directamente), se obtiene:

COROLARIO. Si V' es k-veces de primera especie, se tiene HY(V,Oy) = 0 para 0 <
q <k y, para todo x € V, la dimension del Oy-mddulo O,y es <r —k.

Si m es un entero > 1, denotamos ¢,, la inmersién de P,.(K') en un espacio proyectivo
de dimensién adecuada dada por los monomios de grado m (ver [8], Cap. XVI, §6, o bien
n° , demostraciéon del Lema 11). El corolario de arriba admite entonces el siguiente
reciproco:

PROPOSICION 87. Sea k un entero > 1, y sea V una subvariedad conexa y cerrada
de P.(K). Supongamos que H1(V,Oy) = 0 para 0 < q < k, y que, para todo x € V, la
dimension del O -modulo O,y sea <r — k.

Entonces, para cada m lo bastante grande, ¢,,(V) es una subvariedad k-veces de pri-
mera especie.

Del hecho de que V es conexa, se tiene H°(V, Oy) = K. En efecto, si V es irreducible,
es evidente (si no H°(V, Oy ) contendria una dlgebra de polinomios, y no serfa de dimensién
finita sobre K); si V es reducible, todo elemento f € H°(V,Oy) induce una constante

sobre cada componente irreducible de V', y las constantes son las mismas por la conexion
de V.

Del hecho de que dim O,y < r — 1, la dimensién algebraica de alguna componente
irreducible de V' es al menos igual a 1. Resulta que

H(V,0y(—n)) =0
paran > 0 (porquesi f € H'(V,Oy(—n))y f # 0, las f*-g, con g € S(V), formarfan
un subespacio vectorial de H°(V, Oy) de dimensién > 1).

Una vez precisado esto, denotamos V;, la subvariedad ¢,,(V); se tiene evidentemente

Oy, (n) = Oy (nm).

Para m lo bastante grande, se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) a: S(V)pm — H°(V,Oy(nm)) es biyectivo para todo n > 1.

Resulta de la Proposicién 77 del n® [65

(b) HY(V,Oy(nm)) =0 para 0 < ¢ < k y para todo n > 1.

Resulta de la Proposicién 77 del n® 65|

(c) H1(V,Oy(nm)) = 0 para 0 < ¢ < k y para todo n < —1.

Resulta del Teorema 17 del n° , y de la hipétesis hecha sobre los O, y .
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Por otro lado, se tiene H*(V,0y) = K, H°(V,Oy(nm)) = 0 para todo n < —1, y
HY(V,Oy) =0 para 0 < q < k, en virtud de la hipdtesis. Se sigue que V,, verifica todas
las hipdtesis de la Proposicion 86, y se acaba.

COROLARIO. Sea k un entero > 1, y sea V una variedad proyectiva sin singularidades,
de dimension > k. Para que V sea birreqularmente isomorfa a una subvariedad k-veces
de primera especie de un espacio proyectivo adecuado, es necesario y suficiente que V' sea
conezxa y que HY(V,Oy) =0 para 0 < ¢ < k.

La necesidad es evidente, por la Proposicién 86. Para demostrar la suficiencia, basta
notar que O,y es entonces de dimenisén < r — k (ver n®[65)) y aplicar la Proposicién
anterior.

78. Intersecciones completas. Una subvariedad V' de dimensién p del espacio
proyectivo P.(K') es una interseccion completa si el ideal I(V') de polinomios nulos sobre
V' admite un sistema de r — p generadores Py, ..., P._,; en este caso, todas las compo-
nentes irreducibles de V tienen dimensién p, por el teorema de Macaulay (ver [9], n°
17). Es bien conocido que una tal variedad es p-veces de primera especie, lo que impli-
ca que HY(V,Oy(n)) = 0 para 0 < ¢ < p, como acabamos de ver. Vamos a determi-
nar H?(V,Oy(n)) en funcién de los grados my,...,m,_, de los polinomios homogéneos
P,....P_,

Sea S(V) = S/I(V) el anillo de coordenadas proyectivas de V. Por el Teorema 15 del
n° , todo se reduce a determinar el S-médulo Exty ?(S(V),(2). Ahora bien, se tiene
una resolucién andloga a la del n®[75} tomando como L9 el S-médulo graduado libre que
admite como base los elementos e(i; . . . 4,) correspondientes a las sucesiones (i .. .1,) tales

que 1 <14y <iy... <1y <7 —p,y de grados ;j my;; para L°, se toma S. Ponemos

et i) = (1Y P, iy i)
dfeti)) = P

La sucesién 0 — L7 & . 4 10 S(V) — 0 es exacta ([6], Cap. VIII, Prop. 4.3).
Resulta que los Ext%(S(V), ) son los grupos de cohomologia del complejo formado por
los Homg (L, §2); pero se puede identificar un elemento de Homg(L?, 2),, con un sistema
f(i1...iq), donde los f(i;...4,) son polinomios homogéneos de grados m;, + - -+ m;, +
n —r — 1; una vez hecha esta identificacién, el operador coborde esta dado por la férmula
usual:

Jj=q+1

df iy .. ig) = > (1P - fliv . iy i)

j=1

El teorema de Macaulay ya citado muestra que estamos en las condiciones de [11],
y se recupera el hecho de que Ext%(S(V),Q) = 0 para ¢ # r — p. Por otro lado,
Exty (S(V),Q), es isomorfo al subespacio de S(V') de los elementos homogéneos de
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grado N +n, con N = 37=7""m,; — r — 1. Teniendo en cuenta el Teorema del n® [72]
obtenemos:

PROPOSICION 88. Sea V' una interseccion completa, definida por los polinomios ho-
mogéneos Py, ..., P._,, de grados my,...,m,_,.

(a) La aplicacion a: S(V),, — H°(V,Oy(n)) es biyectiva para todo n € Z.

(b) H1(V,0Oy(n)) =0 para 0 < g < p y todo n € Z.

(c) H?(V,Ov(n)) es isomorfo al espacio vectorial dual de H°(V,Oy(N — n)), con
N=Y"""Pm —r—1.

Noétese, en particular, que HP(V, Oy ) solo es 0 si N < 0.

§6. La funcién caracteristica y el género aritmético

79. Caracteristica de Euler-Poincaré. Sea V una variedad proyectivo, y sea F
un haz algebraico coherente sobre V. Pongamos:

hi(V, F) = dimg HY(V, F).

Hemos visto (n° Teorema 13), que los h?(V, F) son finitos para todo entero q, y
nulos para ¢ > dim V. Se puede entonces definir un entero x(V, F) poniendo:

X(V.F) = (=1)'n(V, F).

q=0
Es la caracteristica de Euler-Poincaré de V', con coeficientes en F.

LEMA 20. Sea 0 = L; — -+ — L, — 0 una sucesion exacta, siendo los L; espacios
vectoriales de dimension finita sobre K, y siendo K -lineales los morfismos L; — L;.1. Se
tiene entonces:

a=p

> (—1)¢dimg L, = 0.

g=1

Razonamos por induccién sobre p, siendo evidente el lema cuando p < 3; si Lj, 4
designa el nucleo de L, — L,, se tienen dos sucesiones exactas:

0—=Li—---—=L, ;=0
/
0—=L, = Lp1—L,—0
Aplicando la hipétesis de induccién a cada una de estas sucesiones, se ve que

-2

(-=1)?dim L, + (=1)*'dim L], , =0,

p—1 7
1

q

Il
=

q
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dim L, ; —dim L, ; +dim L, = 0,
dando inmediatamente el Lema.

PROPOSICION 89. Sea 0 —+ A — B — C — 0 una sucesion exacta de haces algebraicos
coherentes sobre una variedad proyectiva V , siendo K-lineales los morfismos A — B y
B — C. Se tiene entonces:

x(V,B) = x(V, A) + x(V,C).

Por el segundo Corolario al Teorema 9 del n® [47] se tiene una sucesién exacta de
cohomologia

o= HYV,B) — HY(V,C) — H"(V, A) = H" (V. B) — ...
Al aplicar el Lema 20 a esta sucesién exacta de espacios vectoriales, se obtiene la
Proposicién.

PROPOSICION 90. Sea 0 — F; — --- — F, — 0 una sucesion exacta de haces
algebraicos coherentes sobre una variedad proyectiva V, siendo algebraicos los morfismos
Fi— Fir1. Se tiene entonces:

q=p
X(Va }—q) =0.
1

q=

Razonando por induccién sobre p, la Proposicién es un caso particular de la Propo-
sicién 89 cuando p < 3. Si se denota por .7-";,1 el nicleo de F,_; — F,, el haz .7:;71 es
algebraico coherente porque F,_; — F, es un morfismo algebraico. Se puede entonces
aplicar la hipotesis de induccion las sucesiones exactas

0= Fr—-—=F, ;=0
0—=F, 1 = Fp1—Fp—0

y la Proposicion resulta de inmediato.

80. Relacion con la funcién caracteristica de un S-médulo graduado. Sea
F un haz algebraico coherente sobre el espacio P.(K); escribiremos x(F) en vez de
X(P,.(K),F). Se tiene:

PROPOSICION 91. x(F(n)) es un polinomio en n de grado < r.

Por el Teorema 12 del n° existe un S-médulo graduado M finitamente generado
tal que A(M) es isomorfo a F. Aplicando a M el teorema de las sizigias de Hilbert,
obtenemos una sucesion exacta de S-moédulos graduados:

0= Lt —... 5L M0,
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donde los L? son libres finitamente generados. Al aplicar el funtor A a esta sucesién,
obtenemos una sucesion exacta de haces:

0= L —... L= F =0,

donde cada L7 es isomorfo a una suma directa finita de haces O(n;). La Proposicién
90 muestra que x(F(n)) es igual a la suma alternada de los x(£(n)), lo que nos restringe
al caso del haz O(n;). Ahora bien, resulta del n®[62| que se tiene x(O(n)) = ("I"), que es
un polinomio en n, de grado < r; dando la Proposicién.

PROPOSICION 92. Sea M un S-mddulo graduado verificando la condicion (TF), y sea
F = A(M). Para todo n lo bastante grande, se tiene x(F(n)) = dimg M,,.

En efecto, sabemos (n® que, para n lo bastante grande, el morfismo « : M, —
HY(X,F(n)) es biyectivo, y H4(X, F(n)) = 0 para todo q > 0; se tiene entonces

x(F(n)) = h°(X, F(n)) = dimg M,.

Se recupera el hecho bien conocido de que dimg M,, es un polinomio en n para n lo
bastante grande; este polinomio, que denotaremos Py, se llama la funcion caracteristica
de M; para todo n € Z, se tiene Py(n) = x(F(n)), y, en particular, para n = 0, se ve
que el término constante de Py es igual a x(F).

Aplicamos esto a M = S/I(V), siendo I(V) el ideal homogéneo de S formado por los
polinomios nulos sobre una subvariedad cerrada V' de P,.(K). El término constante de Py,

se llama, en este caso, el género aritmético de V' (ver [19]); como por otro lado se tiene
A(M) = Oy, obtenemos:

PROPOSICION 93. El género aritmético de una variedad proyectiva V es igual a

o0

X(V,0v) =) (~1)*dimgx H'(V, Oy).

q=0

OBSERVACIONES. (1) La proposicién anterior pone en evidencia el hecho de que el
género aritmético es independiente de la inmersion de V' en un espacio proyectivo, porque
lo son los H4(V, Oy).

(2) El género aritmético wvirtual (definido por Zariski en [19]) se puede igualmente
reducir a una caracteristica de Euler-Poincaré. Volveremos en el futuro a esta cuestion,
estrechamente ligada al teorema de Riemann-Roch.

(3) Por razones de comodidad, hemos adoptado una definicién del género aritmético
ligeramente diferente de la definicién clésica (ver [19]). Si todas las componentes irredu-
cibles de V tienen la misma dimensién p, las dos dimensiones estan relacionadas por la
siguiente férmula: x(V,Oy) = 1+ (=1)Pp, (V).

81. Grado de la funcién caracteristica. Si F es un haz algebraico coherente
sobre una variedad algebraica V', llamaremos soporte de F, y denotaremos Sop(F), al
conjunto de los puntos z € V tales que F, # 0. Del hecho de que F es un haz de tipo
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finito, este conjunto es cerrado: en efecto, si se tiene F, = 0, la seccion nula genera F,,
luego también F, para y lo bastante cerca de x (n° , Proposicién 9), lo que significa
que el complementario de Sop(F) es abierto.

Sea M un S-médulo graduado finitamente generado, y sea F = A(M) el haz definido
por M sobre P,.(K) = X. Se puede determinar Sop(F) a partir de M de la siguiente
manera:

Sea 0 =), M“ una descomposicién de 0 como intersecciéon de submddulos primarios
homogéneos M* de M, donde cada M® corresponda al ideal primo homogéneo p® (ver
[12], Cap. IV); supondremos que esta descomposicién es “la mas corta posible”, es decir,
que ninguno de los M® esta contenido en la interseccién de los otros. Para todo = € X,
cada p® define un ideal primo p$ del anillo local O,, y se tiene ps = O, si y solamente si
x no pertenece a la variedad V* definida por el ideal p*. Se tiene igualmente 0 = (), M
en M,, y se verifica sin dificultad que asi se obtiene una descomposicién primaria de 0 en
M., donde los M corresponden a los ideales primos pS; si x € V', se tiene MY = M,, vy,
si uno se limita a considerar los M tales que x # V', se obtiene una descomposicion “lo
més corta posible” (ver [12], Cap. IV, th. 4, donde se establecen resultados andlogos). Se
concluye enseguida con que M, # 0 si y solamente si x pertenece a una de las variedades
Ve, dicho de otra manera Sop(F) =, V*.

PROPOSICION 94. Si F es un haz algebraico coherente sobre P.(K), el grado del poli-
nomio x(F(n)) es igual a la dimension de Sop(F).

Razonaremos por inducciéon sobre r, siendo el caso r = 0 trivial. Podemos suponer
que F = A(M), donde M es un S-médulo graduado finitamente generado; utilizando las
notaciones introducidas méas arriba, debemos mostrar que x(F(n)) es un polinomio de
grado ¢ = supdim V.

Sea t una forma lineal homogénea que no pertenezca a ninguno de los ideales primos
p®, salvo quizds al ideal primo “impropio” p° = (to,...,t,); una tal forma existe porque
el cuerpo K es infinito. Sea E el hiperplano de X de ecuacién t = 0. Consideremos la
sucesion exacta:

0—0(-1) - 0 — O =0,

donde O — Op es el morfismo de restriccion y O(—1) — O es el morfismo f —t- f.
Por el producto tensorial con F, se obtiene la sucesién exacta:

F(-1) > F—=Fg—0, con Fp=FROg.

A lo largo de Uj;, se puede identificar F(—1) con F, y esta identificacién transforma
el morfismo F(—1) — F definido més arriba en la multiplicacién por t/t;; como t fue
escogida por estar fuera de los p®, t/t; no pertenece a ninguno de los ideales primos de
M, = F, si x € U;, y el morfismo anterior es inyectivo (ver [12], p. 122, th. 7, b”’). Se
tiene entonces la sucesion exacta:

0= F(-1) = F = Fg—0,
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dando, para todo n € Z, la sucesion exacta:

0—F(n—-1)— F(n) - Fg(n) — 0.

Al aplicar la Proposicién 89, se ve que:

X(F(n) = x(F(n—1)) = x(Fr(n).

Pero el haz Fg es un haz coherente de Og-modulos, dicho de otra forma, es un haz
algebraico coherente sobre E, que es un espacio proyectivo de dimension r — 1. Ademas,
F..p = 0 significa que el endomorfismo de F, definido por la multiplicacién por ¢/t; es
epiyectivo, lo que implica F, = 0 (ver [6], Cap. VIII, prop. 5.1"). Se sigue que Sop(Fg) =
E N Sop(F), y, como E no contiene a ninguna de las variedades V', se sigue por un
resultado conocido que la dimensién de Sop(Fg) es igual a ¢— 1. La hip6tesis de induccién
muestra entonces que x(Fg(n)) es un polinomio de grado ¢ — 1; como es la primera
diferencia de la funcién x(F(n)) esta tltima es un polinomio de grado q.

OBSERVACIONES. (1) La Proposicién 94 era bien conocida cuando F = O/ Z, siendo
7 un haz coherente de ideales. Véase [9], n® 24, por ejemplo.

(2) La demostracién anterior no utiliza la Proposicién 91, luego la demuestra de nuevo.
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